POLITECNICO DI MILANO — INGEGNERIA INDUSTRIALE

ANALISI E GEOMETRIA 1 Esercizi sulle curve

1. Si consideri la curva

x=3-—3t+1¢
Yiy=6+4t —t2 -3 teR.
2=2—t—1t?

Stabilire se la curva ~ & piana.
Stabilire se la curva ~ e semplice.

)
)
(c) Stabilire se la curva 7 & regolare.
) Determinare la retta tangente a y nel punto P corrispondente a ¢t =0.
)

Stabilire se il punto @ = (1,2,—4) appartiene alla curva ~. In caso affermativo,
determinare la retta tangente a v in Q.

(f) Determinare il piano osculatore a  nel punto P corrispondente a ¢ = 0.

(g) Determinare i punti di intersezione della curva 7 con il piano coordinato zy .

2. Si consideri la curva

1—t+t2

S
NREE em
R R '

1+¢t—1t2

2= ———5

1+¢2

(a) Mostrare che la curva ~ ¢ piana e determinare il piano che la contiene.

(b) Determinare il piano osculatore di v in un suo generico punto.

3. Si consideri la curva
x=1t+e*

yiqy=t—e? te[0,1].

2 =22 ¢t

a) Mostrare che + ¢ una curva regolare.

(a)

(b) Calcolare la lunghezza di ~.

(c) Calcolare la massa totale di +y, rispetto alla densita di massa §(t) =t.
)

(d) Calcolare l'integrale di linea

I /av%x2+4y2+(x4—w22d&
Y

4. Si consideri la curva
x=0cosf —sinf

v:qy=0sin6+ cosh 6 € [0,2x].
z = 62
(a) Stabilire se v & una curva regolare.
(b) Calcolare la lunghezza di ~.

(¢) Determinare il baricentro G di ~.



5. Si consideri la curva
x=ecosf+e?sind

vyiqy=-e’sinf —e ?cosh 6 €[0,1].

2160*679

(a) Mostrare che ~ ¢ una curva regolare.

)
b) Calcolare la lunghezza di ~.
(c¢) Calcolare la coordinata z del baricentro di +.
)

(d) Calcolare lintegrale di linea
I= /(2x2 +2y% — 2%) ds.
gl

6. Si consideri la curva )

x=c¢l
vy =eltt teR.
z=ett"

Mostrare che v e una curva regolare.

(b) Determinare il punto Py € v che si ottiene per ¢ =0.
(¢) Determinare i versori del riferimento intrinseco di v nel punto Py .
(d) Determinare il piano osculatore a y nel punto P .

Stabilire se - & una curva piana.

Determinare la curvatura, il raggio di curvatura e il centro di curvatura di <+ nel punto

P, .
7. Si consideri la curva
x = cos? 0
v:y=sinfcosb 0e|-m, 7.
z =sinf

Mostrare che € una curva sferica.
Mostrare che ~ & una curva chiusa.

Determinare il punto Py € v che si ottiene per 6 =0.

)
)
)
d) Determinare i versori del riferimento intrinseco di v nel punto P .
) Determinare il piano osculatore a y nel punto P .
) Stabilire se v & una curva piana.

)

Determinare la curvatura, il raggio di curvatura e il centro di curvatura di <+ nel punto
Py.

(h) Calcolare l'integrale di linea

I:/Z\/l—f—xds.
v

8. Si consideri la curva

r =6¢
vy =3v2e? teR.
z=2¢3

(a) Mostrare che la curva ~ & regolare.
(b) Determinare la curvatura s di ~.

(¢) Mostrare che non esistono punti diversi di v con uguale curvatura.



(d) Determinare i possibili valori della curvatura di ~.
(e) Stabilire se la curva v & biregolare!.

(f) Calcolare la curvatura totale di +, ossia 'integrale di linea generalizzato

K://ids.
v

9. Si consideri la curva

T = artgt
1 1
=_1 teR.
Y Y 2H1+t2

(a) Mostrare che la curva ~ & regolare.

(b) Mostrare che la curva « & semplice.

d
(e
(f

Determinare la curvatura « di ~.

)
)
(¢c) Mostrare che ¢ & il parametro arco di ~ (rispetto a un opportuno punto iniziale).
(d)
) Determinare i punti di ~ in cui la curvatura & massima o minima.

)

Determinare i possibili valori della curvatura di ~y.

1Una curva & biregolare quando la curvatura non si annulla mai.



1.

(a) Consideriamo il generico piano 7 :

Soluzioni

ax+by+cz+d =0 eimponiamo che ~ sia contenuta

in esso:
a(3—3t+t*)+b(6+4t —t> —t*)+c(2—t—t*)+d=0 VteR
ossia
3a+6b+2c+d+ (—3a+4b—c)t+(a—b—c)t? bt =0 VteR
ossia
3a+6b+2c+d=0 3a+2a+d=0 a=0
—3a+4b—-c=0 —-3a—a=0 b=0
a—b—c=0 a=c c=0
—b=0 b=0 d=0.

Poiché tutti i coefficienti sono nulli, non esiste alcun piano che contenga la curva .
(b) Posto f(t)=(3—3t+1%,6+4t —t>—t3,2—t—1?),siha

—

3-3t+t2=3—3u+u?

6+4t —t2 — 13 =6+ 4u — u?® — u?
2—t—t2=2—u—u?
t?—u?2—3t+3u=0

B+t —u?2—4t+4u=0
-l +t—u=0

t—u)(t+u) —3(t—u)=0
t—w)(t?+tut+u?)+ (t—u)(t+u) -4t —u)=0
t—uw)(t+u)+t—u=0
(t—u)(t+u—3)=0
t—uw) (P +tut+u>+t+u—4)=0
t—u)t+u+1)=0

t=u

Pertanto la funzione f & iniettiva e la curva « & semplice.

(¢) Siha

fl(t) = (=3 +2t,4—2t —3t2, —1—2t).

Poiché f'(t) =0 per ogni t € R, la curva 7 & regolare.

(d) Il punto di ~ corrispondente a ¢t =0 ¢ il punto P = f(0) = (3,6,2). La retta tangente
a < nel punto P ha equazione vettoriale

x = £(0) + f'(0)t.

Poiché f’(0) = (—3,4,—1), si hanno le equazioni parametriche

r=3-—3t
y=06+4t
z2=2—1.



(e) Siha

3-3t+t2=1
Rey = 6+4t—t>2—t3=2

2—t—t2=—-4
t2-3t+2=0

— Bt —4t—4=0
t24+t—-6=0
(t—1)(t—2)=0

= {E+D){t+2)(t—2)=0
(t+3)(t—2)=0

= t=2.

Pertanto, il punto @ = (1,2,—4) appartiene alla curva v per t = 2. Poiché f/(2) =
(1,—12,-5), la retta tangente a v in ) ha equazioni parametriche

r=1+1t
y=2-—12t
z=—4—>5t.

(f) Siha
) =(2,-2—-6t,-2).
Poiché f'(0) = (—3,4,—-1) e f"(0) = (2,—2,—2), il piano osculatore a ~ nel punto
P = (3,6,2) ha equazione

z—2(0) y—y(0) z-2(0)
2'(0) y'(0) Z(0) |=0
«’(0)  y"(0)  2"(0)

ossia
r—3 y—6 z-2
-3 4 -1 (=0
2 -2 -2
ossia,
—5(x—3)—4(y—6)—(2—2)=0
ossia

Sr+4y+2z—41=0.

(g) Per determinare i punti di intersezione della curva ~ con il piano coordinato xy basta
porre z(t) =0, ossia t?+t—2 =0, da cui si ricava t = 1,—2. Si hanno cos’ i punti
A=(1,8,0) e B=(13,2,0).

(a) Consideriamo il generico piano 7 : ax+by+cz+d =0 e imponiamo che v sia contenuta

in esso: ) )
1—t+1¢t 142t 1+t—t
d= teR
e 1+t2+c = + 0 Vit €
ossia
a(l—t+1)+b(1+2t)+c(1+t—t*)+d(1+t*)=0 VteR
ossia,

a+btctd+(—a+2b+c)t+(a—c+dt*=0 VteR



ossia

at+b+ec+d=0 a=2b+c a=—3c
—a+2b+c¢c=0 d=c—a=-2b b= —2¢
a—c+d=0 20+c+b+c—2b=0 d=—-2b=4c.

Poiché questo sistema ammette almeno una soluzione non nulla (ad esempio: a = 3,
b=2, c=—1, d= —4), esiste un piano che contiene tutti i punti di v, ossia 7 & piana.
Il piano che contiene v ¢ 7 : 3x+2y —2z—4=0.

Poiché ~ e piana, il piano osculatore in ogni suo punto coincide con il piano che la contiene,
ossia con il piano 7 : 3x +2y—2—4=0.

Posto f(t) = (t+e%,t —e?,2/2¢e'), siha f/(t) = (1 +2e%*,1 —2e%,22¢) e

IF O = (1+2e*)% 4 (1 —2e*)% + (2v2e)?
= 1+44e® +4e* +1 — 4e® + 4e* + 8!

2(1 4 4e** + 4e™)

= 2(1+2e*)?,

ossia

1Ol = V2 (1+2¢™).
Poiché ||f'(¢)]| #0 per ogni ¢ € [0,1], la curva + & regolare.
La lunghezza di v e

1 1 1
L:/ds:/ ||f’(t)||dt:/ V2 (14262 dt = /2 [He?t] —V2e2.
v 0 0 0
La massa totale di +, rispetto alla densita di massa 6(t) =t, &

1 1 1
M:/adSZ/ 6(t)\|f’(t)||dt:\/§/ £(1+26%) dt=\/§/ (£ + 2t dt.
ol 0 0 0
Integrando per parti, si ha

2t
/2te2t dt:te%—/ezt dt = te? — %Jrc.

Quindi, risulta

2 2] 1 2 1 2\  2+e?
M=vV2 |=+t? ——| =V2 (-+——+-)=V2(1+— )= .
f[2+e 2]0 \f(2+e 53 V2 + 3 %

Sia F(z,y,2) = /422 + 432 + (z + y)22 . Lungo la curva +, si ha
F(f(t)? = 4(t+e*)? +4(t —e*) 4 (t +e* +t —e*')8e*
= 4(t* + 20 + e + 12 — 2e? 4 et 4 4te?!)
= 8(t* 4 2te® + &™)
= 8(t+e*)?

ossia



Pertanto, si ha
1
. / FOA) /()] dt
1
= / 2V2 (t +e®) V2 (1 + 2¢%) dt
0

1
= 4/ (t + e + 2te® 4 2% dt
0

42 2t 2t 4t71
= 4[+e+te2t—e+e}
0

2 2 2 2
42 471

= 4|l et
2 2 |,
1 et 1

= 4= LT
<2+e v 2)

= 2(2+4¢%)e.

4. Si ha
2’ =cosf —0Osinfh — cosh = —Osin b

1y =sinf + 0 cosh —sinf = O cosd
2z =20.

(a) Posto f() = (fcosf —sinf,0sind + cosd,0?), si ha f'() = (—0Osind,dcosb,20) e

1F/(0)]] = V/02sin® 0 + 02 cos? 0 + 462 = /02 + 462 = /5 |0] = /5 0.

Pertanto, 7 & regolare tranne che nel punto iniziale, corrispondente a 6 = 0.

(b) La lunghezza di v &

B B 27 , - 27 B 92 277_ )
L—Lds—/o L@l = | \/59d9_{\/52h N

(¢) Il baricentro di « ¢ il punto G = (z¢,yq, 2¢) dove

2m
so=1 [ads=1 [ a@lf @)
Y

1 1 27T ,
vo=g [vas=g [ wolr@
L —1/% (0)117/(60)]] 0
zG—L ’Yz S—L | z .

Per la prima coordinata, si ha

1
272

1
ro = ——
¢ 2v/5 72

Integrando per parti, si ha

27 27
/ (Bcosf —sinf) V560 df = / (62 cos§ — Asin6) db .
0 0

/Hsine do = —90056+/cos€d9: —60cosf +sinf + ¢

/920059 d9:9251n0—2/951n9 df = 6%sinf + 20 cos — 2sinf + c.



Pertanto, risulta

1 2
TG = 55 [9281119 + 20 cosf —2sinf + O cosf — sinf
2 0
1 27
= 55 {02 sin @ + 36 cos 0 — SSine}
27 0
_ Oor 3
o2
Per la seconda coordinata, si ha
1 27 f 1 27 9
= — 0 sin 0 + cos 6 59d0:—/ 0“sinf + 0 cosf) db .
ve 2v/5 72 /0 ( ) 272 Jo ( )

Integrando per parti, si ha

/90059d9:98in9—/sin9 df = 0sinf + cosh + ¢

/9281n9d9:—920059+2/9c0s0 df = —6%cosf + 20sinf + 2cosh + c.

Pertanto, risulta

1 2m
yg = ﬁ[—920059+295in9+2cos€+951n9+cos€0
T
1 2w
= ﬁ[—92C059+395in9+3C089:|0
7r
I
B 272

Infine, per 'ultima coordinata, si ha

1 2m 1 1
= 02v560d0 = — 03 do = — | —
G 2\/5772/0 Vi 212 Jo 772[

Pertanto, il baricentro di v ¢
G= (3, 2,27r2> .
™

cosf —e’sinf —e Psinf + e Y cosd

(a) Si hanno le derivate
7 = eG
= (¥ +e %) cosh — (e + e %) sind
= (e” + e ) (cos§ — sin)
y =ePsinf +e’ cosf + e ?cosh+ e ¥sinh
= (e 4+e ) sind+ (¢’ +e %) cosb
(
= (e’ + e %) (cos O +sin 0
(
2 =e’ te?.
Poiché 2’ # 0 per ogni 6 € [0,1], si ha f'(f) # 0 per ogni 6 € [0,1], ossia si ha che la
curva y e regolare.
(b) Siha
1 (O)? = (¥ + e )2[(cos @ — sinh)? + (cos O +sin0)? + 1] = 3 (e +e7%)2
ossia
11 (0)] = V3 (e’ +e™”) =23 coshf.

Pertanto, la lunghezza di v &

1 1 1
L:/ds:/ ||f/(0)||d9:2\/§/ cosh9d0:2\/?:[sinh9} = 2v/3sinh 1 = V3(e+e™ ).
P 0 0 0



(¢) La coordinata z del baricentro di v &

1 1 [ V3 [ _ -
zG:z/zds:Z/ z(9)||f’(9)||dt9:7/ (@ — e 0)(e! + %) db
o 0 0
_ 1 _
\/3/1(620620)(19\/5 £+e29 S 62+e271 .
L J, L |2 2 |, e+tel 2
(d) Lungo la curva <, si ha
222 + 292 — 22 = 2(e’cosf+ e ?sinh)? 4 2(e? sinh — e % cos )% — (e — e7Y)?
—_ 2629+26_29—629+2—e_20
629+e_20+2.

Pertanto, si ha

1 1
I:/ (e29+e—29+2)||f’(9)||d9=\/§/(e29+e—29+2)(e9+e—9) de
0 0

1 030 3071
=3 / (€3 +3e? +3e7? +e %) do = V3 [3 +3e? —3e70 - 5
0 0
e3 e 3 e +9e? —9e? — 1
=V3 (5 +3e-3"'-— )= :
V3 < 3 + 3e — se 3 > 5o
6. Siha ) )
x’ = 2te! 2 = 2(1 + 2t?)et
y = (1+ 2t)et e y" =20 4 (14 2t)%eHH
2= (1—2t)et~t" 2= —2ett 4 (1 —2t)%ett

Inoltre, sia f(t) = (e, et e!~t") per ogni t €R.

(a) Poiché z’, 3 e 2z’ non si annullano mai simultaneamente, la curva v & regolare.
(b) Per t=0,siha Py= f(0)=(1,1,1).
(¢) Siha f'(0)=(0,1,1) e f”(0)=(2,3,—1). Il versore tangente in Py &

HONENCES

O=Tron = vz
Poiché
i j k
FOAF"0)=10 1 1|=(-4,2,-2)=2(-2,1,-1)
2 3 -1
(&

1//(0) A J"(0)]] = 2V6,

il versore binormale in Py ¢

fl(o)/\f//(()) 2(_2’17_1) (_2a17_1)

“NFO A O T T 26 V6

Infine, il versore normale in P, ¢

b(0)

-

_ O O e O S ¢ )
n(O)—b(O)/\t(O)——Q% 02 1 1= (2,2,-2) =



(d) L’equazione cartesiana del piano osculatore a + nel punto P, &

z—x(0) y—y(0) z—2(0)
a'(0) y'(0)  Z0) |=0
2"(0)  y"(0)  Z7(0)

ossia
r—1 y—1 z-1
0 1 1 |=0.
2 3 -1
Si ha cosi 'equazione 2x —y+2z—2=0.

(e) Se ~ fosse una curva piana, il piano osculatore sarebbe costante lungo tutta . Quindi,
tutti i punti di + dovrebbero appartenere al piano 7 : 2z —y 4+ 2z — 2 = 0, trovato
nel punto precedente. Questo, tuttavia, non avviene. Consideriamo, ad esempio, il punto
P, = (e,e?,1) € v chesiottiene per ¢ = 1. Sostituendo le coordinate di P; nell’equazione
di 7, siottiene (e —1)2 =0 e questo & falso, poiché e # 1. Quindi P, ¢ 7 e v non &
piana.

(f) La curvatura di v nel punto Py &

1) A f" O _ 2v6
IO 2v2 Ve

Pertanto, il raggio di curvatura in P, e

k(0) =

1

A ON

Sl

e il centro di curvatura in Py &

C(0) = £(0) + r(0)n(0) = (1,1,1) + = 121 (4,4,2>.

V3 V3 \333
7. Si ha
2’ = —2sin6cosf 2" =2sin?0 — 2cos? 0
Y = cos? 6 —sin? e y" = —4sinf cos
2’ = cosf 2" = —sinf

Inoltre, sia f(#) = (cos? f,sin cos ,sin @), per ogni 0 € [, 7).
(a) Poiché
22y +2% = cos® O+sin® 0 cos® O+sin? § = cos? O(cos? f+sin? §)+sin? § = cos? f+sin’H = 1,
la curva ~ giace sulla sfera di equazione z2 + 32+ 22 =1 e quindi & sferica.
(b) Poiché f(—m)=(1,0,0) = f(m), la curva 7 & chiusa.
(¢) Siha Py= f(0)=(1,0,0).
(d) Siha f/(0) =(0,1,1) e f”(0) =(—2,0,0). Il versore tangente in Py &

£ (0,11
Fon- v

£(0) =

Poiché

F(0)A f7(0) = (1) =(0,-2,2) =2(0,-1,1)

-2

O = e
o~ K]

17/(0) A S (O)l] = 2v2,

10



il versore binormale in Py ¢

b(O) f/(O)/\f”(O) 2(07_171) (07_1’1) )

OOl 2v2 V2
Infine, il versore normale in P, ¢
11| 1

k
-1 1|=-(-2,0,0) =(-1,0,0).
1

n(0) = b(0) A (0) = 5 8 1 1=

Il piano osculatore a v nel punto P, ha equazione
(b(0),X —Py)=0
ossia
((0,-1,1),(z —1,9,2)) =0
ossia y—z=0.

Se ~ fosse una curva piana, tutti i suoi punti dovrebbero appartenere al piano osculatore
trovato nel punto precedente, e questo non accade. Infatti, il punto f(7/2) = (0,—1,0) € v
non appartiene a tale piano. Quindi v non e piana.

La curvatura di v nel punto P, e

PO A _2v2
FOP 2/

Pertanto, il raggio di curvatura in P, e

x(0) 1.

1
T(O):wzl

e il centro di curvatura in Py &

C(0) = f(0) + r(0)n(0) = (1,0,0) + (—1,0,0) = (0,0,0) .

Si ha
£/ (0)|> = 4sin®6@cos? + cos? § — 2sin” § cos?  + sin? 6 4 cos® §
= cos? 0+ 2sin? 0 cos? O + sin O + cos? 0
= (cos?f +sin® )2 + cos® 0
= 1+cos’f
ossia

[ (0] = V1+cos20.

Pertanto, si ha

. / 2O)TT20) || £0)] a0

/ sin0v/1 + cos2 6 /1 + cos2 0 df

—T
s

= / sin (1 + cos? ) do

_ / (sin 6 + sin 6 cos? §) 6

Il
S
: |

Q

o

»n

)

|



8. Si ha

(L‘/:6€t .'L'H:6€t
Y = 6y/2e? e y" =12/2e%
2 =6e3 2" =18e3t .

(a) Posto f(t) = (et,3v2e*,2e%), si ha f/(t) = 6et (1,v/2¢',e?"). Poiché f'(t) # 0 per
ogni t € R, ~ e regolare.

(b) Si ha
[/ (1)]] = 6e'\/1 4+ 2e2t 4+ edt = 6e’(1 4 e*').
Inoltre, essendo f”(t) = 6et(1,2v/2¢?,3e?), si ha
i K
PN = 6|1 VEe
1 22" 3e?
=362 (V26 —2e?* V2e!) = 36 V2% (2, —V/2¢t,1)

[[F/ () A F7 ()] =36 V2e3 Veltt + 22t +1 = 36263 (1 +e%).

Pertanto, la curvatura di v ¢

wy - IFOAF@I_86v2e ey 11
B =) R Wo N (RO
(¢) Poiché
/ _ 2\/§ e?!
K'(t) = T3 m <0

per ogni ¢t € R, la funzione k & strettamente decrescente e quindi ¢ iniettiva (ossia punti
diversi di v hanno diversa curvatura).

(d) Poiché k & una funzione continua strettamente decrescente e
1

tllznoo K(t) = 33 e tllgrnoo k(t) =0,

si ha che la sua immagine & Uintervallo (0, ﬁ) , ossia

1
0</<5(t)<3—ﬁ per ogni t € R.
e) Poiché k(¢ per ognl ¢ € R, la curva « ¢ biregolare.
Poiché #(t) # 0 i teR,1 > biregol
(f) Siha
+oo +oo t 2t +o0 t
6e’ (1 + e") e
K= Kk ds = K(t "(t dt:/ 7dt:\/§/ — dt.
[ras= [ sonrona= [ 2R e
Posto u =e', si ha du = e’ dt, ossia dt:%“,e
+oo —+oo
v du du +oo ™ m
K=+v2 — — =2 —_— = 2{ t } =V2-=—.
\f/o 1+u? u \f/o 14 u? V2 aneu], \[2 V2
9. Si ha o
1 "
r_ =
il e TEEE
i po 1ot
Y 121—752 ¢ y T 1+ 2)?
/: " __ 1
V142 == (1+12)3/2°

12



(a) Siha

IO = ooy + s + T = 1o + Ty =
T4 T Q22 1482 1482 1482
ossia ||f'(t)|| = 1. Pertanto la curva ~ & regolare.

(b) Poiché la prima coordinata x(t) = artgt & data da una funzione iniettiva, & iniettiva anche
la funzione f(t) che parametrizza -+, ossia v & semplice.

(c) Scelto il punto Py = f(0) = (0,0,1) € v che si ottiene per ¢y = 0, il parametro arco di
v e
t t
s = ||f’(u)||du:/ du=t.
to 0

(d) Poiché ¢ & il parametro arco di v, la curvatura di v ¢ data da

, ) 412 1— 12)2 1 1 1
mwzunzw<mnz¢u+ﬁﬂ+&+ﬂ;+u+ﬁp=¢u+ﬁy+u+ﬂp
24 ¢2 1 2 + 2
=\ arepr T ireVize:
, 1 (4 2)3 201+ 62)3 — 3(1 + t7)22t(2 + t2)
wiH) = 2\/2+7t2 (1+12)8

(1+12)3 t(1+t2) = 3t(2+t?)
2+ 12 (14t2)*

142 1+ 82 -6 —3t?)
V242 (1+12)3
(527 [1+¢?
N (1+t2)3 V24127
Poiché /() > 0 sse t <0, la curvatura di + assume valore massimo per ¢t < 0, ossia

nel punto Py = f(0) = (0,0,1).

(f) Poiché x & una funzione continua pari che ammette valore massimo x(0) = /2 e

(e) Siha

lim k() = lim k(t) =0,

t——o0 t——+oo

si ha che la sua immagine & l'intervallo (0, /2] .

13



