POLITECNICO DI MILANO — INGEGNERIA INDUSTRIALE

ANALISI E GEOMETRIA 1 Seconda prova in itinere — 4 Febbraio 2013
Cognome: Compito A
Nome:
Matricola:
Es. 1: 8 punti Es. 2: 8 punti Es. 3: 8 punti Es. 4: 8 punti Totale
1. Sia

2? —2artgz + 2In(1 + z)
V sin(z3)
(a) Determinare i valori dei parametri reali K e « per i quali risulta

f(z) ~ Kz“ perz—07.

f(z) =

(b) Enunciare il criterio del confronto asintotico sulla integrabilita (in senso generalizzato) in
un intervallo [a,b] delle funzioni positive e continue in (a,bd].

(¢) Utilizzare i risultati precedenti per stabilire se I'integrale

I:/Olf(x)da:

e convergente.

2. Si consideri I'equazione differenziale

y'(z) + P y(z) = (1+x) Inz, dovex € (0,+00).

(a) Riconoscere di che tipo di equazione differenziale si tratta e descrivere la forma del suo
integrale generale.

(b) Determinare tutte le soluzioni dell’equazione.
(¢) Individuare la soluzione il cui grafico passa per il punto P = (1,0).
3. Data la famiglia delle curve 7, di R?, dipendenti da un parametro a € R, di equazioni
parametriche
x = t?
Yo:dy=t+1 teR,
z=at® +1*+ 2t +1

(a) determinare il valore @ del parametro per il quale la curva ~z & piana;
(b) determinare il piano 7 contenente ~g;

(c) determinare i versori tangente t, normale n e binormale b nel punto P = (1,2,5)
appartenente alla curva -y, corrispondente al valore a = 1;

(d) determinare il centro C della circonferenza osculatrice relativa al punto P € 1 .
4. Datiitre punti A = (1,1,0), B=(0,1,1), C =(1,0,1) di R3,

(a) mostrare che non sono allineati;

(b) determinare il piano 7 che li contiene;

)
(c) determinare la retta r perpendicolare a 7 passante per il punto O = (0,0,0);
(d) determinare la distanza di O da =.

Punteggio minimo per superare la prova = 18 punti.
Tempo: due ore.



Soluzioni del compito A

1.

(a)

Utilizzando la formula di MacLaurin arrestata al terzo ordine, per = — 0, si ottiene:

3

artga::xf%Jro(:rS)
2 3
ln(1+m):x7%+%+o(aﬂ3),

e quindi

4 4
x> —2artgz +2In(l +z) = 3 3 +0(x3) ~ 3 3.
Inoltre, per  — 01, si ha
Vv sin(z®) = Vx (2® + o(z?)) ~ VvV 2®.

Quindi, per x — 0%, si ha

4.3
flo) B = 2 g
NLE
In conclusione, si ha
4 1
K=- e oa=—=.
3 2

Siano f e g due funzioni continue e positive in un intervallo (a,b] e tali che f(z) ~ g(z)
per x — at. Allora f & integrabile in [a,b] se e solo se g ¢ integrabile in [a,b].

La funzione f ¢ definita e continua in (0, 1]. Poiché

4 1
+
f(l")“’gm per x — 07,

¢ anche sicuramente positiva in un (opportuno) intorno destro di 0 (in realta, ¢ positiva in
tutto l'intervallo (0,1]). Inoltre, poiché la funzione Tl% ¢ integrabile in un (qualunque)
intorno destro di 0 (essendo del tipo 1/z% con a < 1), dal criterio del confronto
asintotico si ha che f ¢ integrabile in un (opportuno) intorno destro di 0, e quindi che ¢
integrabile in [0,1].

Si tratta di una equazione differenziale lineare del primo ordine, cioe di un’equazione
differenziale del tipo

y'(x) + p(@)y(x) = q(z)

dove p e ¢ sono due funzioni definite e continue su un opportuno intervallo I. L’integrale
generale di questa equazione, sull’intervallo I, e

y(x) = e~ /(@) dz [/efp(x) dx(](m) dr +c

dove ¢ € una costante reale arbitraria.

Per I'equazione data, si ha

1
T + 22

p(r) = qz)=(1+z)Inz.

Entrambe queste funzioni sono definite e continue in I = (0, +00). Poiché

1 1 1 1

p<x):x+x2:z(x+1)zg_:v+l7

per x >0, si ha

1
/ s dr=Infz| -In[r+1[+C=1In ’
T+ T+




Inoltre, si ha

/efp(z)qu(x) dgj:/xil(z+1)lnxdz:/xlnxdl‘.

Integrando per parti, si ottiene

x? x x? x?
1 =—he—- [ -de=— Inz— — .
/xnxdx 5 Iz /Qda: 5 Iz 4—|—c

L’integrale generale dell’equazione differenziale data e

z+1 [2? x2
y(x) = — lnz——+c¢) .

x 2 4
Imponendo la condizione iniziale y(1) = 0, si ottiene

NETR
1) ="

da cui si ottiene ¢ = 1/4. La soluzione cercata & quindi

day = S (2 L
=\ Ty Ty )

Consideriamo un generico piano di equazione Ax + By + Cz 4+ D = 0. Questo piano
contiene la curva 7y, se e solo se

AP +Bt+1)+Cat®* +t*+2t+1)+ D=0 VteR
ossia se e solo se
aCt’ + (A+CO)t* + (B+2C)t+(B+C+D)=0 VteR,

ossia se e solo se

aC =0 aC =0
A+C=0 A=-C
B+2C=0 B=-2C
B+C+D=0 D=C.

Se C =0, allorasiha A= B =C = D = 0, che non ¢ una soluzione accettabile.
Pertanto, deve essere @ = 0. In questo caso, si trova che la curva € contenuta nel piano di
equazione

r+2y—z—1=0.
Equivalentemente, si puo cercare il valore del parametro per cui il versore binormale e
costante. Il piano ottenuto ¢ il piano osculatore in un punto qualunque della curva.

Si veda il punto precedente.
Per a=1, si ha
x =t ' =2t =2
yiy=t+1 y =1 y'=0
2=+t +2t+1 2 =3t 4+ 2t + 2 2 =6t+2.

Il punto P si ottiene per ¢t = 1. Quindi f'(1) = (2,1,7) e f"(1) = (2,0,8). Di
conseguenza, si ha

R ACY) :L
‘W= 1Fon 3 &0
CPOASM L 1
PO = TFO A ]~ ey & = 55 b
1 1



Poiché la curvatura in P ¢

IO 21v3’
il raggio della circonferenza osculatrice & 7(1) = 1/k(1) = 27v/3 e il suo centro &

273
3V3

Poiché i vettori B— A =(-1,0,1) e C — A= (0,—1,1) non sono paralleli, i tre punti
dati non sono allineati ed esiste quindi un solo piano 7 che li contiene tutti.

= WAl 1

C=P+r(1)n(l) = f1)+r1) n(1) = (1,2,5) + (=1,-5,1) = (-8, —43,14)..

Poiché i tre punti dati hanno le stesse coordiante, a meno dell’ordine, si ottiene imme-
diatamente che x + y + z = 2. L’equazione trovata & l’equazione del piano che li
contiene.

Poiche i parametri direttori di 7 sono (1:1:1),siha

=1
r:qy=t
z =

Usando la formula della distanza punto—piano, si ha

__ =2 2
On=JEr e Ve



