POLITECNICO DI MILANO — INGEGNERIA INDUSTRIALE

ANALISI E GEOMETRIA 1

Primo compito in itinere — 21 Novembre 2016

Cognome: Compito A
Nome:
Matricola:

T.1: 5 punti T.2: 3 punti Totale Es.1: 7 punti Es.2: 7 punti Es.3: 10 punti Totale

1. Si consideri la seguente equazione nella variabile complessa z:

(z+1)° = (1+iv3). (%)

(a) Determinare le soluzioni dell’equazione () e rappresentarle sul piano complesso.

(b) Descrivere 'insieme

S={w=2z""": ze&soluzione di (x) con Rez >0}

e rappresentarlo sul piano complesso.

2. Siano f e ¢ le funzioni definite da

fz) =

(a) Calcolare i limiti

artg(sin 9z) tgZ

1 —cos3zx Vi+z2-1
e gl@)=——.

2

z—0

lim f(x) e ili% g(x).

(b) Siano F' e G le funzioni ottenute prolungando con continuita le funzioni f e ¢ in
xo = 0. Mostrare, in base al risultato ottenuto, che le funzioni F e G hanno la stessa
retta tangente per xg = 0. Scrivere I'’equazione di questa retta.

3. Sia f la funzione definita da

a

(
(d

f(z) = V323 + 522 + .

Determinare i limiti e gli eventuali asintoti di f.

(
(b) Determinare i punti di derivabilita di f e la derivata prima f’.

)
)
¢) Studiare la monotonia e gli estremi locali di f.
) Disegnare il grafico qualitativo di f .

)

(e) Determinare lesistenza di almeno una soluzione z € (0, +0c0) dell’equazione f(x) =4x—1.

Istruzioni. Ogni risposta deve essere giustificata. Il testo del compito deve essere consegnato
insieme alla bella, mentre i fogli di brutta non devono essere consegnati. Durante la prova non é

consentito l’'uso di libri, quaderni,

Tempo. Prima parte: 15 minuts.

calcolatrici e apparecchiature elettroniche.

Seconda parte: 1 ora e 45 minuti.




Soluzioni

1. (a) Iniziamo ad osservare che, per la formula di De Moivre, si ha

3
(1+iv3)? =2 (cos T +ising ) =8(cosm +isinm) = 8.

Pertanto, ’'equazione di partenza diventa (2+1)% = —8. Posto w = z+1, si ha I'equazione

w® = —8, che la sei soluzioni

2k 2k
wk=€/§<cos7r+67+isin7r+67r) k=0,1,2,3,4,5,

ossia

( 2 2 T2

1 2
w3:\/§ COSZT(—I-iSinZ?T =2 _\/5_71 :_\/é_fi
6 6 2
(cosngriSingW) = —V2i

w5:\/§(cosl617r+isinl617r> :\/§<\/§—1i> :@—gi.

Pertanto, le soluzioni dell’equazione (%) di partenza sono

6 2
Zozwo—lzg—l—ng

z=w —1=—-14V2i
V6 V2,

Z2:1U2—1:—7—1+71
V6 V2
B=ws—l=—r—l=ori

—wi— 1= —1— V3

25:w5—1:7—1—71.
I punti wy, ..., ws sidispongono lungo la circonferenza di centro (0,0) e raggio R = /2,
come nella figura seguente. I punti zg, ..., z5 siottengono da quelli precedenti mediante

una traslazione di —1 lungo ’asse reale, come nella figura seguente.



YA YA
w1 21
Wo Wo z2 20
0 T -1 T
W3 Wy Z3 z5
Wy Z4

(b) Le soluzioni dell’equazione (x) con parte reale positiva sono

V6 V2 V6 V2
w=g oty T Ty
Poiché )
6 1 3
|20* = |25]° = <\2f— ) _,_5:,_\/64_1_,_,:3_\/67
si ha

a_m o1 (VB V2N _ 1 (VB o Ve
) _ZO|2_3—\/6< 1+ >— ( 1 )
E (R (6

EENPAER P

sl 36

(a) Utilizzando le equivalenze asintotiche, per x — 0, si ha

3r)2 9 1
1 cose ~ 020 02 Va1~
artg(sin 9z) ~ sin 9z ~ 9z tgg ~ g
e quindi
1 —cos 3z %.%2 1
)= artg(sin 9z) Tor 27
Vita?—1 22 1
g(z) = b ez ~ = ix
T— gi 5
Pertanto, si ha
lim f(z) = i T _ 0 lim g(z) = I z_4

(b) Poiché i due limiti precedenti esistono finiti e sono nulli, le funzioni f e g possono essere
estese con continuita in xg = 0 considerando, in un intorno di xy = 0, le funzioni F e

G definite da

o= {10 20 e w0 o



Poiché F(0) =0 e G(0) = 0, il grafico di F ed il grafico di G passano entrambi
per il punto (0,0). Per determinare la pendenza della retta tangente, si puo utilizzare
il precedente calcolo dei limiti. Poiché entrambe le funzioni sono asintotiche a %x, il
coefficiente angolare ¢ m = % In conclusione, in entrambi i casi, la retta tangente ha
equazione y = 1z.

OSSERVAZIONE. Equivalentemente, si puo dimostrare che le due funzioni F' e G sono
derivabili in zg = 0. Infatti, si ha

lim 7F(x) — F(0) = lim —f(x) = lim zl = 1
z—0 x—0 z—0 I z—0 2 1 2
hmw:hm@:hmflzl.
z—0 x—0 z—0 X z—0 2 x 2

Si ritrova cosi che, in entrambi i casi, la retta tangente esiste e ha equazione y = %m

3. Iniziamo con l'osservare che la funzione f ¢ definita su tutto R.

(a)

Si ha
lim f(z) = £o0.

z—+o0

Per z — 400, si ha

/ 5 1
_ 3 31 v .
f(e) =3z + 3x + 32 V3a
€
sz 5 5 1 s 175 1\ V3 1 5
$@) = Voo = VBa [{[1+ gt g -1~ Vo g (g4 ) = 5+ 2) ~ 555
Quindi, si ha
3
m = lim @: lim \/Z’;x:\;;/g
r—+oco I r—+oo
5
o . . _ . 3 _ 2
g= lim (f(z) —ma)= lim (f(z)- V3z) 395

Pertanto, f possiede uno stesso asintoto obliquo per x — oo di equazione
5  9x+5

39 379

La funzione non ¢ derivabile solo nei punti in cui si annulla, ossia nei punti

5413
—

Negli altri punti di R e derivabile poiché composta di funzioni derivabili e si ha

yzf/?jx+

i) =0 (§] 1,2 =

1 922+10x+1

/ —_ —
fla) = 3 (3x3 + bx?2 + x)2/3 r ¢ {xo,x1,72} .

Si osservi che nei punti di non derivabilita, la funzione f ha tangente verticale.

Il segno di f’ coincide con quello della funzione g definita da

g(x) = 922 + 102+ 1= 9z —r)(x —re)

dove 11 =—1 e r; = —%. La funzione f & quindi crescente su (—o0,71) U (ra,+00) e

decrescente su (r1,72). La funzione ha pertanto un massimo relativo in r; e un minimo
relativo in 7o . Pill precisamente, ha un massimo relativo nel punto (—1,1) e ha un minimo

relativo nel punto ( - %, —5/3,\7%) .



(d) Il graficodi f e
yA

]y

(e) Consideriamo la funzione F' :[0,1] — R definita da F(z) = f(z) — 4o + 1. La funzione
F ¢ continua (essendo formata da funzioni continue), F(0)=1>0 e F(1)=+v9-3<0.
Per il Teorema degli zeri, esiste almeno un elemento &, € (0,1) tale che F(&) = 0. Quindi
esiste almeno una soluzione & € (0,1) C (0,400) dell’equazione assegnata.



