POLITECNICO DI MILANO — INGEGNERIA INDUSTRIALE

ANALISI E GEOMETRIA 1 Primo Appello — 13 Febbraio 2017
Cognome: Compito A
Nome:
Matricola:

T.1: 5 punti T.2: 3 punti Totale Es.1: 5 punti ‘ Es.2: 7 punti Es.3: 6 punti Es.4: 6 punti Totale

|

PRIMA PARTE

1. Enunciare e dimostrare il teorema del confronto per successioni.

2. Dare la definizione di prodotto vettoriale e di norma per vettori di

Lagrange.

SECONDA PARTE

1. Calcolare il limite

2 .
@ _1—sin’z

e
L=1
xl—r»% cosdzr — 1

2. Si consideri la funzione definita da
e—4;c2+2;c

o) = =1~
per ogni x € (—o0,1) U (1,+00).
(a
(b
(c
(d

)
) Disegnare un grafico qualitativo di f.
)

) Stabilire se l'integrale generalizzato

_ /;OO Fz) da

e convergente o divergente.

3. (a) Trovare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale

y =2y —y’

(b) Sia 7 la soluzione particolare che soddisfa la condizione F(0) = 1. Calcolare le derivate 7’(0),
7"”(0), " (0). (Non si richiede di trovare esplicitamente la soluzione 3 ). Stabilire se z¢ =

Determinare i punti di massimo locale e di minimo locale di f.

Scrivere il polinomio di Taylor di f, centrato in xg = 0, di ordine 2.

per ¥, un punto di estremo relativo, un punto di flesso, o né I’'uno né 'altro.

4. Si consideri la curva

r=1-—1
v y:t2+t teR.
z=1t3

e scrivere 'uguaglianza di

0 &,

(a) Determinare un’equazione cartesiana del piano m che contiene la retta tangente a ~ nel punto

P =(0,2,1) e che passa per il punto @ =(1,0,1).

(b) Trovare un’equazione del piano osculatore a 7 nel punto P = (0,2,1).

Istruzioni. Ogni risposta deve essere giustificata. Il testo del compito deve essere consegnato insieme
alla bella, mentre i fogli di brutta non devono essere consegnati. Durante la prova non é consentito l’uso

di libri, quaderni, calcolatrici e apparecchiature elettroniche.

Tempo. Prima parte: 15 minuti. Seconda parte: 120 minuti.




Soluzioni

1. Per  — 0, si hanno gli sviluppi

e =1-2% + o(z?)

sin?x = (z 4 o(x))? = 22 + o(z?)
9
cosdzr =1-— §x2 + o(x?).

Pertanto, per x — 0, si ha

e —1—-sin®z=1-2%+o0(z?) — 1 — 22 + o(z?) = —22% + o(2?)
9 9
cos3m—1:1—51‘24—0(332)—1:—53524-0(:52)
¢ 2 2
-2 -2 1 4
L= tim 22 Fo@) g Z240D) 4

z—0 —g x2 +o(x?) =0 —% +o(1) 9

2. (a) La funzione f ¢ derivabile in ogni punto del suo dominio, Iinsieme aperto (—oo,1) U (1,+00).
Quindi gli eventuali punti di massimo o di minimo locali vanno ricercati tra i punti in cui la
derivata prima di f si annulla. Gli zeri della derivata

o 781’2 + 10z — 3 —4a’ 42z

/ B ——
f (:17) - (l‘ _ 1)2 €
sono gli zeri del polinomio 8x? — 10x + 3, ossia 21 = 1/2 e x5 =3/4. Siha f'(z) <0 per
x<1/2, f'(z) >0 per 1/2 <z <3/4, f'(x) <0 per 3/4<z <1l e fl(z)<0 per 1<ux.
Dunque, 27 =1/2 & un punto di minimo locale, mentre x5 = 3/4 & un punto di massimo locale.

(b) La funzione f ha un asintoto orizzontale di equazione y = 0 sia per & — —oo sia per & — 400.
Non ci sono asintoti obliqui. La retta di equazione x =1 & ('unico) asintoto verticale. Infatti,

li = li = +o0.
A f@=see e i ()= e
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(¢) Per x — 0, si hanno gli sviluppi

1 1

x—lz 1—x

1
e~ M 1y (a4 2z) + 3 (422 +22)* + o(z?) = 1 + 2z — 22° + o(2?).

=—(1+z+4+22+0(z?))=—-1-z—2%+0(z?)




Quindi, per = — 0, si ha

etat 2 2 2 2 2 2 2
fz) = =(-1-z—2"+0(z%) (1+ 2z —22° + o(z*)) = =1 — 3z — 2° + o(z?)..

r—1

Pertanto, il polinomio di Taylor di f, centrato in zg =0, di ordine 2 & —1 — 3z — z2.

Per il confronto tra infiniti, si ha

1 1
edr?—2z < ;

per tutti gli z sufficientemente grandi. Dunque, per  — 400, si ha

2
e—4gc +2x 1

0< f(z)=

r—1  pete’—2 < 22
Quindi, per i criteri del confronto e del confronto asintotico, 'integrale I & convergente.

Si tratta di una equazione a variabili separabili. Le soluzioni singolari sono y(z) =0 e y(z) =2.
Le altre soluzioni si ottengono separando le variabili, ossia dall’equazione

1
dy = [ dz.
/2y—y2 Y /I
Poiché
1 1 1 1 1 1 1 1
[ormar=s [ (5 +5 ) =3[ (575 ) du=j byl ~mly 2D,
y—y 2 y 2-y 2 y y-—2 2

I’equazione precedente diventa

ossia

5 2620‘621.
y—

2c

Poiché, al variare del parametro reale c, il termine e*¢ prende tutti e soli i valori reali positivi,

si ha I’equazione

Y — ke 2x ,
y—2
con k numero reale diverso da zero. Ricavando la y da quest’ultima equazione si ottiene
2ke?®
= — k#0. 1
Yo = e (1)

Si ha y(z) — 2 per © — 400 e y(xr) — 0 per z — —oo, per ogni k #0.

Dall’equazione differenziale di partenza si ha

7 (x) = 2y(x) — y(x)?
7 (z) = 27 (x) — 2y(2)y ()
7" (x) = 27" (x) — 27 (x)* — 2y(2)y" ().

Inoltre, dalla condizione iniziale (0) =1, si ha

7(0)=25(0) ~5(0)*=2-1=1
7"(0) =27'(0) - 29(0)7'(0) =2 -2 =0
7"(0) = 25"(0) — 25/ (0)* — 25(0)7"(0) =0 — 2~ 0 = 2.

Pertanto, il polinomio MacLaurin di % di ordine 3 &

1
1 — -3,
+x 330



La soluzione ¥ ha in 2y =0 un punto di flesso.

OSSERVAZIONE. Dalla formula che d& 'integrale generale, imponendo la condizione iniziale y(0) =
1, si ottiene k= —1. Dunque, la soluzione § che soddisfa la condizione 7(0) =1 & data da

2e2®
e 417

() =

<

che ¢ definita su tutto R.

Il punto P corrisponde al valore t = 1 del parametro. Poniamo f(t) = (1 —t,t> +,t3) e
indichiamo con 7 la tangente alla curva v nel punto P. Poiché f’(t) = (—1,2t+ 1,3t?), si ha
(1) =(-1,3,3) e quindi

r=—1
riqy=2+3t
z=1+3t.
Ricavando ¢ dalla prima equazione ( ¢ = —x ) e sostituendolo nelle altre due, si ottengono le

equazioni cartesiane della retta 7, ossia

3r+y—2=0
T
3r+2—1=0.

Il piano 7 cercato appartiene al fascio ® di piani che ha r come sostegno e che ha equazione
ABr+y—2)+puBzx+2z-1)=0.

Imponendo il passaggio per il punto @ = (1,0,1) siottiene A+3u=0. Scelto A=3 e p= -1,
si ha
m:3B8x+y—2)—Bzx+2z—-1)=0
ossia m : 6x+3y—z—5=0.
Poiché f/(t) = (—1,2t + 1,3t2), si ha f”(t) = (0,2,6t). Quindi f'(1) = (=1,3,3), (1) =
(0,2,6) e f/(1)A f7(1) = (12,6,—2) = 2(6,3,—1). Il vettore (6,3,—1) & quindi ortogonale al
piano osculatore a v in P, che pertanto & rappresentato dall’equazione 12x+6(y—2)—2(z—1) =
0, equivalente a 6x +3y —z—5=0.
Equivalentemente, I’equazione del piano osculatore cercato & [x — f(1), f/(1), f”(1)] = 0, ossia
x—0 y—2 z-1
-1 3 3 =0
0 2 6

ossia 12z +6(y —2) —2(z2—1) =0, ossia 6z +3y—2z—5=0.



