POLITECNICO DI MILANO — INGEGNERIA INDUSTRIALE
ANALISTI E GEOMETRIA 1

Terzo Appello — 4 Settembre 2017

Cognome: Nome:

Matricola:

Es.1: 5 punti Es.2: 6 punti Es.3: 7 punti Es.4: 6 punti Totale

1. (a) Disegnare sul piano di Gauss gli insiemi
A:{ze(C : |z+1—i\:\z|}
B:{zG(C : Rez—i—Imz:O}.

(b) Tenendo conto del punto precedente, risolvere il sistema

{|z—|—1—i| = 2|

Rez+Imz=0.
(c) Detta zp la soluzione del sistema precedente, determinare
z1 =141+ 2z e zo = (1+1i)20.
Disegnare sul piano di Gauss i punti z; e z5.

2. Calcolare, per a = i ,per a=1 eper a =2, il limite
. x% —sinz®
b= e

3. Si consideri la funzione definita da

2 .
fl@)=a— 3 In(1 4 23).
(a)
(b)
(¢) Determinare i punti di massimo locale e di minimo locale di f.
(d) Disegnare il grafico qualitativo di f.

(e) Scrivere lo sviluppo di MacLaurin di f di ordine 6.

Determinare il campo di esistenza di f.

Determinare gli eventuali asintoti di f.

4. Si consideri la curva

xr =1+ cost
Y:iqy=t+sint te[—m,mn].
z=1+1

(a) Verificare che la curva 7 & regolare.

(b) Determinare i versori della terna intrinseca di v nel punto P = (1,0,1).
(c¢) Determinare la curvatura di 4 nel punto P.

Istruzioni. Ogni risposta deve essere giustificata. 1l testo del compito deve essere consegnato
insieme alla bella, mentre i fogli di brutta non devono essere consegnati. Durante la prova non é
consentito l'uso di libri, quaderni, calcolatrici e apparecchiature elettroniche.

Tempo. 2 ore.




PRIMA PARTE

Es.1: 5 punti Es.2: 3 punti Totale

1. Enunciare e dimostrare il teorema della media integrale.
2. (a) Dire come si calcola I'area di un parallelogrammo in R? i cui vettori associati a 2 lati
contigui sono a e b.

(b) Dire come si calcola il volume di un parallelepipedo in R?® i cui vettori associati a 3 lati
contigui sono a, b e c.

Istruzioni. Le risposte devono essere scritte sul foglio di bella. Non é consentito l'uso di libri,
quaderni, calcolatrict e apparecchiature elettroniche.

Tempo. 15 minuti.

Punteggio minimo per la sufficienza: 4 (prima parte) + 14 (seconda parte).




Soluzioni

1. (a) Sia z==x+iy,con z,y,€ R. L’insieme A ¢ il luogo dei punti tali che |z+1+i(y—1)| =
|z +iy|, ossia (z+1)2+ (y—1)2 =2%+y?. Quindi A corrisponde alla retta di equazione
y =+ 1 del piano di Gauss. Analogamente, I'insieme B ¢ il luogo dei punti tali che
z+1y=0. Quindi B corrisponde alla retta di equazione y = —z del piano di Gauss.

(b) La soluzione del sistema ¢ data dall'intersezione A N B, ossia dall’intersezione delle due
rette corrispondenti, ossia dal sistema

y=x+1
y=—u
dal quale siha z=—-21 e y=1, equindi z0=—1+31i.
(c) Siha

2. Per z — 01, si ha

% — sin ¢ T — (1‘0‘ _ :703;'0‘ 4 0(1‘30‘)) %x?ux

26 + rba? 26 + rba? 26 + rba?’

Se a€(0,1), allora

In questo caso, quindi, si ha

0 0 a € (0,1/2]
g &0 osina® ) _1/9
et 26 4 o602 )6 a=1/
+oo  a€(1/2,1).

Se invece a > 1, allora
2

29 + 25 ~ 2F.
In questo caso, quindi, si ha
+oo  a€]l,2)

a=2
a € (2,400).

% — sinx®

lim — =
a—0+ a0 4 pba?

O o=

Da qui si ricavano i valori per i tre valori di « richiesti:

1 i r® —sinz®
a=-: im ——— =
4 e—0t 28 + gba?
. x® —sinz®
a=1: lim 6 1 6aZ = T00
z—0+t x° + x°¢
. r® — sin ¢ 1
z—0t+ x% 4 b« 6

3. (a) La funzione f ¢ definita per 1422 > 0, ossia per & > —1. Pertanto il campo di esistenza
di f& D=(-1,+00).



(b) La funzione f ha un asintoto verticale per x — (—1)* , essendo

lim +f(ﬂc) = lim (:13 - % In(1 +x3)) =+400.

z—(—1) z—(—1)*+

Inoltre, essendo

lim f(z)= lim (g; - % In(1 + :c3)) = 400

r—r+00 T—r+00
2 In(1 3
lim M: lim (1_,M):1
r—+oco I xr——+00 3 X

lim (f(z) ~2) = lim_—2 In(1 +2%) = oo

r—r+00

la funzione f non presenta né asintoto orizzontale né asintoto obliquo per = — 4o00.

(c) La derivata prima di f &

f’(m)zl—g 32 :x3+2x2+1 _ (x—1)(z2 -2 —1)
31+a3 1+ a3 1+a3

essendo
P42l =342t r—a+l=x(z-1)° (-1 =(xz—-1)(2* -2 —1).

Poiché 1+2%>0 su D,siha f'(r) >0 seesolose (x—1)(x?—x—1)>0. Pertanto,

la funzione f & decrescente per x < 172‘/5 eper 1 <z < 1+T\/g7 ed ¢ crescente per

%ﬁ <x <1l eper z > % Di conseguenza, la funzione f presenta un punto di

massimo locale per £ =1, e un punto di minimo locale per = = # .
(d) Tl grafico qualitativo di f &
YA
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(e) Usando lo sviluppo di MacLaurin della funzione logaritmo (tenuto conto del fatto che 3
¢ una funzione infinitesima per z — 0), lo sviluppo di MacLaurin di f di ordine 6 &

2 ( 2 6 2 5 1
f(a:)—xgln(qux‘S)—xg(:ESa;Jro(:cG)) ::z:fgszrngJro(:z:G).



4. Iniziamo con l’osservare che si ha

' =1—sint 2" = —cost
y' =1+ cost e y’ = —sint
=1 Z'=0.

(a) Poiché le componenti di v sono funzioni derivabili e 2/(¢) =1 0 per ogni t € [—m, 7],
la curva v ¢ regolare.

(b) Si vede subito che il punto P = (1,0,1) appartiene a 7 e che corrisponde al punto che si
ottiene per t =0. Inoltre, si ha f/(0) = (1,2,1) e f”(0) =(-1,0,0). Quindi

FO)Af"(0) =1
-1

=(0,-1,2)

O N~
o~ R/

e ||f(0) A f”(0)|| = v/5. Si hanno cosi i versori

_ f/(O) _(1,271) e _ f/(O)/\fH(O) :(07_172)
=171~ 6 PO=1FoA Ol = VB

Infine, il versore normale ¢ dato da

i okl
n(O)b(O)/\t(O)\/l?TO(I) 5 ?(5\/?%1)

(¢) La curvaturadi v in P &

w0 = 1O A SO _ VB
[FOF =6/




