POLITECNICO DI MILANO — INGEGNERIA INDUSTRIALE

ANALISI E GEOMETRIA 1 Primo Appello — 18 Febbraio 2018
Cognome: Matricola:
Nome:

T.1: 4 punti T.2: 4 punti Es.1: 4 punti Es.2: 8 punti Es.3: 5 punti Es.4: 7 punti Totale

1. (a) Determinare I'insieme S C C delle soluzioni dell’equazione

2
zzfzéffz:().
i

(b) Nel piano di Gauss, disegnare l'insieme

A={weC : w=2+3i, z€ S}.

2. Sia f: D — R la funzione definita da

f(z)=1In (x2 - 1>2 .

T+ 2

(a) Determinare l'insieme di definizione D di f, i limiti di f agli estremi di D e gli
eventuali asintoti di f.

Determinare la derivata prima di f, gli insiemi di monotonia, i punti di estremo relativo.
Tracciare il grafico qualitativo di f.

Scrivere la formula di MacLaurin di ordine 2 di f, con resto secondo Peano.
Determinare 1'unica soluzione w del problema di Cauchy

y=>0-y2-y)

y(0) =0.

specificandone il dominio pitt ampio in cui risulta essere soluzione.

(b) Dire se la soluzione ¢ limitata sul dominio e discutere la convergenza dell’integrale improprio
+oo
I= / u(z)dx.
0

4. Si consideri la curva

x =elcost
v:Qy=-elsint t €10,1].
z=et

(a) Determinare il parametro arco della curva + e scrivere le equazioni parametriche di -y
mediante il parametro arco.

(b) Determinare la terna intrinseca t, n e b di v per t=0.

(c¢) Determinare la curvatura e il raggio di curvatura di v per ¢t =0.



TEORIA

1. (a) Definire il polinomio di Taylor associato a una funzione f, in un punto .
(b) Enunciare e dimostrare la formula di Taylor con il resto secondo Peano.

2. (a) Enunciare e dimostrare la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz.
(b) Definire I'angolo tra due vettori.

Istruzioni. Ogni risposta deve essere giustificata. Il testo del compito deve essere consegnato
insieme alla bella, mentre i fogli di brutta non devono essere consegnati. Durante la prova non é
consentito l'uso di libri, quaderni, calcolatrici e apparecchiature elettroniche.

Tempo. Prima parte (Teoria): 30 minuti. Seconda parte: 2 ore.




1.

Soluzioni

2

(a) Poiché £ = —2i, 1" equazione diventa

2(z—2+42i) =0,

che ¢ soddisfatta se e solo se z =0 oppure z— z+ 2i =0, ossia

ossia Imz = —1. Quindi, si ha

S={0}U{zeC|Imz=—1}.

(b) Nel piano di Gauss, l'insieme S ¢ dato dall’'unione della retta di equazione Imz = —1 e

del punto z=0:
YA

o
sy

Ne segue che A =5+ 3i & 'unione della retta di equazione Imz =2 e del punto z = 3i:

(7 \

3i

2i

8y

0

(a) Lafunzione f &ben definitaseesolose 22—1#0 e x+2 # 0. Perci6 D = R\{-2,—1,1}.

La funzione f e continua in D, essendo composizione di funzioni continue in D . Poiché

lim f(z) = —oc0, lim f(z) = —o0, lim f(x) =400,
r—1 r——1 z——2
le rette di equazione x = —1, x =1 e x = —2 sono asintoti verticali per f. Inoltre,
poiché
lim f(z) =400 e lim f@) =0
xr——+00 xr——400 €T
lim f(z) =+o0 e lim f@) =0,

T——00 r——o00 I

non esistono asintoti orizzontali, né obliqui.



(b) La funzione f & derivabile in D, essendo composta di funzioni derivabili in D . Poiché

+2V a2 - 120z +2) — (22 —1) 2% +4z+1)
ey — o X - D
f(@) <x2—1> ) (z +2)2 -ty D
si ha
f'(z) — —2-V3<zr<-2 0o —1<z<-2+V3 o z>1

"() >0
f(z) <0 —  r<-2-V3 0o —2<z<-1 0o —2+V3<z<l1
f(x)=0 — t=-2—-V3 o z=-2+3.

Pertanto f ¢ crescente in (—2 —+/3,-2),in (=1,-2++/3) ein (1,+00). Invece f ¢

e
decrescente in (—00, =2 —+/3),in (=2,—1) ein (=24 +/3,1). Inoltre, z = -2 —+/3 &
un punto di minimo relativo, mentre x = —2 + /3 & un punto di massimo relativo.

(¢) Il graficodi f &

yA

sy

-1 1

(d) Abbiamo
2(x* + 823 + 1222 4+ 82 + 7)
(z+2)%(a2 —1)?

Pertanto f”(0) = —2, e la formula richiesta &

YVrxeD.

7'(w) = -

£(2) = J(0) + PO + 3£/ (0)2% + 0a?) =~ logd — & — =27 +0(a?).

Oppure, si pud procedere nel modo seguente, sfruttando lo sviluppo di MacLaurin del
logaritmo. Poiché in un intorno di = =0 la funzione ¢ negativa, si ha

F) =2 A o)+ 20n(1 — a?) = —21 2<1+z)+21 (1—2?)
xrr) = n = — n X n — T = — n — n — X
2+« 2

— 2In2-2In (1+ g) +2In(1 - 2?).
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Poiché le funzioni z/2 e z* sono infinitesime per x — 0, si ha

22— 2 (x _l2 a(x2)) +2(—2 + o(z2))

f(x) 5 32

72
—2ln2 -z — T — 222 + o(2?)

7
—2ln2—m—1x2+0(x2).

3. (a) L’equazione del problema dato & a variabili separabili. Osserviamo che la soluzione del
problema non puo essere costante uguale a 1 o a 2. Pertanto, separando le variabili,

avremo )
/mdy:/dx:x—i—c (c e R).
Poiché
1 ! 1
1-y@2-y) 1-y 2-y’
si ha

—In(l-y)+m(2—-y)=x+c (c € R).

Imponendo la condizione iniziale, otteniamo ¢ =1n2. Pertanto, si ha

2—u)
lnm—x

Risolvendo rispetto a w, troviamo la soluzione

2(e” — 1)

) =S

che & definita sull’intervallo (—1n2,+00).

(b) La soluzione u non ¢ limitata sul dominio. Infatti

lim u(z) = —c0.
rz——In2+

Tuttavia, la soluzione ¢ limitata su (0, +o00). Essendo pero

ne segue che l'integrale I e un integrale improprio divergente.

4. Sia f la funzione vettoriale che da la parametrizzazione di -y.

(a) Siha
2’ =elcost —elsint
y' = etsint + efcost teR.
2 =et

Pertanto ||f'()|| = v/3e!, ed il parametro arco & dato da

s(t) /0t|f'(u)||du \/§/Ote“du V3 (et —1).
Quindi, si ha
t:t(s):ln<1+j§>



e la riparametrizzazione di  rispetto al parametro arco ¢

z = (1+j§>cosln<1+\;§>
y = (1+\%> sinIn (1+\;§) s €0, L]
z:l-i—%

dove L denota la lunghezza di ~.

(b) La terna intrinseca ¢ data da

t(t) = = — (cost — sint,sint + cost, 1)
@1 v3
t'(¢) 1
n(t) = = ———(cost +sint),sint — cost, 0)
[t (@) 2

(—cost +sint), —sint — cost, 2)

per t € [0, 1]. Percio per ¢t = 0 avremo

@iy
60) = S ) =

(¢) Siha f'(0) =(1,1,1). Inoltre, si ha

(-1,-1,2)

b(0) = —~

f(t) = (—2e'sint, 2¢" cost, e') telo,1].

Quindi f"(0) = (0,2,1), e
IO A O] V2
0= ror T 3

Infine, il raggio di curvatura e
1
0 —_ —
p(0) +(0)

s



