POLITECNICO DI MILANO — INGEGNERIA INDUSTRIALE

ANALISI E GEOMETRIA 1 Secondo compito in itinere — 14 Gennaio 2019
Cognome: Matricola:
Nome:

T.1: 4 punti Es.1: 5 punti Es.2: 7 punti Totale

1. Si consideri ’equazione differenziale

y - = f@)
con > 3.

(a) Determinare 'integrale generale dell’equazione quando f(z)=0.
(b) Determinare l'integrale generale dell’equazione quando f(z) = x.
(¢) Determinare la soluzione y(x) dell’equazione con f(x) = = che soddisfa la condizione
y(4) =4.
(d) Determinare lo sviluppo di Taylor al secondo ordine di y(x) centratoin x =4 e disegnare
I’andamento locale della funzione.
2. Si consideri la curva
x =0+ cos’0
y:{y=0+sin’0 feR
2z =+/2sinf cos 6
(a) Mostrare che ~ & biregolare nel punto P che si ottiene per 6 =0.
(b) Determinare la terna intrinseca di v in P.

(c) Calcolare l'integrale di linea
I= /(Jc2 —y?) zds
r

dove T' ¢il tratto della curva +y che si ottiene per 6 € [0, 27].

(d) Stabilire se esistono dei punti di + in cui il vettore velocita e il vettore accelerazione sono
ortogonali.

Istruzioni. Ogni risposta deve essere giustificata. Il testo del compito deve essere consegnato
insieme alla bella, mentre i fogli di brutta non devono essere consegnati. Durante la prova non é
consentito l'uso di libri, quaderni, calcolatrici e apparecchiature elettroniche.

Tempo. 90 minut:.




TEORIA

1. Dare la definizione di prodotto scalare e di norma per vettori di R™.

2. Enunciare la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz e dimostrarla.



SOLUZIONI

1. L’equazione lineare data ¢ lineare per ogni f.

(a) Per f(z) =0, essendo x >3, si ha
y(x):cef% = e = ¢ (2 —3) ceR.

(b) Per f(z)=wx, essendo z > 3, si ha

y(z) = NES [/Cﬂef ada + C} = n(@=3) {/me n(@=3)qz + c}

o[ e me o[ (12 )ared

=(x—3)[z+3n(z—3)+ ceR.

(¢) Imponendo la condizione y(4) =4, si ottiene ¢ = 0. Quindi, la soluzione del problema di

Cauchy &
y(x) = (x —3)(z + 3n(zx — 3)).
(d) Si ha
¥ (z) =2z +3In(z — 3)
7'(z) =2+ xi?)
e quindi

y4) =4, y@4) =8, y'(4)=5.

In conclusione, lo sviluppo richiesto ¢
_ 5
y(w):4+8($—4)+§(:E—4)2+0((x—4)2) r—4.

Infine, il grafico dell’andamento locale &
y

m=8

concavita
verso [alto

2. (a) Sia f:R — R3 la funzione vettoriale che parametrizza la curva -, ossia la funzione
definita da

2
f() = (9 +c0s2 6,0 +sin? 0, % sin 29) .



Poiché

' =1—2cosfsinf =1 — sin 20 2" = —2cos 20
y =14 2sinfcosf =1+ sin26 e Yy’ = 2cos 26
=/2cos20 2" —2\/581n20,

siha P = f(0) = (1,0,0), f'(0)=(1,1,v/2), f”(0) = (—2,2,0). Quindi si ha

Kk
V2| =2(—v2,-v?2,2)
0

FrOynfo)=|1
—2

DO = e

IFOl=2 e [If(0)Af(0)l =4v2.
Poiché la funzione f & derivabile due voltein 8 =0 e || f(0) A f7(0)|| #0, la curva ~ &
biregolare in P .

(b) La terna intrinseca di v in P &

PO (1,1,V3)
O =0T 2
(0) f”(O) _(_17_17\/5)
PO=TFoA o - 2
( 1,1,0)
n(0) = b(0) A (0) = =)

(¢) Poiché

1)) = V2 + 2sin®20 + 2cos220 = 2,

la curva T' e regolare, e
1= [@=u)ety)=ds
r
2m ﬁ
= / (cos? 0 — sin? ) (26 + cos? 6 + sin® ) 5 sin 260 || f'(0)|| 46
0

2m
= \/5/ sin 26 cos 26 (260 + 1) do
0
2m
= ?/ sin46 (20 + 1) dé
0

D) 27
- *2[/ (205in 40 + sin 46) d6 .
0
Integrando per parti, si ha
/9' 46 do o 49—1—1/ 46 do i 49+1 in 46
sin = ——cos - 3 = ——Cos — sin46 .
S T 1 | cos 1 508 16 S

Quindi, si ha
27

1 1
I= - [—§COS49+ gsin49— 400549}0 = —%.
(d) Poiché v = f'(0) e a= f"(0), si ha
(v,a) = —2c0s20(1 —sin20) + 2 cos 20(1 + sin 20) — 4sin26 cos 20 = 0.

Quindi, i vettori v e a sono ortogonali in ogni punto di <y, ossia in ogni punto di v vi e
solo I’accelerazione centripeta (ma non 'accelerazione tangenziale).



