PoLriTECNICO DI MILANO — INGEGNERIA INDUSTRIALE

ANALISI E GEOMETRIA 1 Secondo Appello — 14 Giugno 2019
Cognome: Matricola:
Nome:
T.1: 4 punti T.2: 4 punti Es.1: 8 punti Es.2: 5 punti Es.3: 7 punti Es.4: 4 punti Totale
TEORIA

a

()

(b)
2. (a)

(b) Mostrare con un esempio che se una funzione f : [a,b] = R non & derivabile in un punto
xo € (a,b), allora il teorema di Lagrange pud non valere.

Dare la definizione di successione convergente.

Enunciare e dimostrare il teorema del confronto per le successioni.

Enunciare e dimostrare il teorema di Lagrange.

EsERrciIzI
1. Sia F': R — R la funzione definita da

T eft"’
F = dt.
(z) / -

a) Determinare il segno e le eventuali simmetrie di F'.

(c

(d) Disegnare il grafico qualitativo di F'.
2. Sia f:R — R la funzione definita da f(x) = cos(e® —1).

(a)

(b) Determinare gli eventuali asintoti di F'.
) Determinare gli eventuali punti estremanti e di flesso di F'.
)

(a) Scrivere lo sviluppo di MacLaurin del secondo ordine di f .
(b) Stabilire se f possiede un punto di massimo o di minimo per = =0.

(¢) Calcolare

12
L=lim—J@-D"
2—0 (cosx — €% + x) sin a2

3. Si considerino le rette

r=95+3t x=k—3t
riqy=1-—4t teR ed s:qy=1+4t teR
z=06+kt z=—4+kt

(a) Determinare i valori del parametro reale k periquali r ed s sono ortogonali.
(b) i. Perivaloridi k trovati, stabilire la posizione reciproca di r ed s.
ii. Nel caso in cui siano sghembe, determinare la distanza tra r ed s.

4. Si consideri la curva

x =t2sint
v:4y=t>cost te[-1,1].
z =2t

(a) Calcolare la lunghezza di .

(b) Calcolare I'integrale di linea
I= / zyz3ds.
g

Istruzioni. Ogni risposta deve essere giustificata. Il testo del compito deve essere consegnato insieme
alla bella, mentre i fogli di brutta non devono essere consegnati. Durante la prova mnon é consentito
luso di libri, quaderni, calcolatrici e apparecchiature elettroniche.

Tempo. 2 ore e 30 minuti.




SOLUZIONI

1.

wmra

+2

(a) Poiché la funzione integranda f(t) = £—5 ¢ positiva, si ha: F(0) =0, F(x) >0 per x >0

1+¢2
e F(x) <0 per z <0. Inoltre, essendo f pari, F & dispari.

(b) Siha

T ot oo o—t?
lim F(z)= lim / ——dt = / —dt.
z—+00 z—too ) 1412 0 1+4+¢2
Poiché la funzione f & continua e positiva su tutto R, e poiché per x — +oo si ha
et et 1

=1 e~ < (definitivamente) ,

f@®)

2 2

la funzione f & integrabile in senso improprio a +oo (per i criteri del confronto asintotico e
semplice). Quindi lintegrale improprio considerato converge e la funzione F ha un asintoto
orizzontale per & — +o0o. Per simmetria, le funzione F' ha un asintoto orizzontale anche per
x — —oo. Non ci sono altri asintoti.

(¢) Siha

2 2
e~ ” 22(2 + 22)e
= — F” = f/ = —-—
e >0 e (x) = f'(z) A1 22)

Quindi la funzione F' ¢ strettamente crescente e non possiede punti di massimo o di minimo,
mentre possiede un punto di flesso per x = 0. In particolare, la concavita ¢ rivolta verso 'alto

F'(x) = f(x)

per z <0 ed e rivolta verso il basso per = > 0.
(d) T grafico qualitativo di F &

yA

067

-0 6F[

(a) Poiché
f(z) = cos(e” — 1) f(0) =1
() = —e®sin(e” — 1) f1(0)=0
f"(z) = —e”sin(e” — 1) — e** cos(e” — 1) f(0)=-1,

lo sviluppo di MacLaurin del secondo ordine di f &

2

F(x) = £(0) + f'(0)z + f”(O)‘% 102 =1— % Yo(x?) - +oo.

(b) Essendo f/(0) =0 e f”(0) <0, la funzione f possiede un punto di massimo per z =0.



(c) Poiché, per = — 0, si hanno gli sviluppi

2

() - 12 = (- 2 o) = Z 4 ola)

2 2
cosx —e’ +u = 1—%+0($2)—1—$— %—i—o(mg)—&—x: —2% 4 o(z?)
sinz? = 22 + o(x?),
si ha .
o +o(zh) . i+o(1) 1

L T T o@)(@® 1 o@)  + (C1t o)1 T o)) 4

3. (a) Un vettore direttore di r & a = (3, —4, k), mentre un vettore direttore di s ¢ b= (-3,4,k).
Pertanto, r ed s sono ortogonali se e solo se {a,b) =0, ossia se e solo se k= +£5.

(b) i. L’intersezione delle due rette & data dal sistema (dove abbiamo cambiato il nome del
parametro di s)

5+3t=Fk—3u 5+3t=Fk+3t 5=k
1—-4t=1+44u ossia —t=u ossia —t=u
6+ kt=—4+ku 6+ kt=—4—kt t=-—1.
Di conseguenza, per k =5 le due rette sono incidenti nel punto P = (2,5,1), mentre
per k= —5 le due rette sono sghembe.
ii. Le rette » ed s sono sghembe per k£ = —5. In questo caso, i vettori direttori delle

due rette sono a = (3,—4,—5) e b = (—3,4,—5). La direzione ortogonale a entrambe
le rette ¢ individuata dal vettore a A’ b = 10(4,3,0). Quindi, il piano = passante per
s e ortogonale a entrambe le rette puo essere visto come il piano passante per il punto
Q = (-5,1,—4) € s (ottenuto per ¢t =0) e avante parametri direttori (4 : 3 :0). Cosi,
si ha

T4z +5)+3y—1)+0(z+4) =0
ossia m : 4x+3y+17=0. La distanza tra r ed s coincide con la distanza tra il punto
P=(51,6) €r (ottenuto per ¢t =0) e il piano 7, ossia
204+ 3+ 17| _3

d(r,s) = d(P,n) TR

4. Sia f:[-1,1] = R? la funzione vettoriale che parametrizza - .

(a) Siha
x' = 2tsint + 2 cost
y' = 2tcost — t?sint
2 =2

1 (O] = VA+42 +t4 =2+,

Pertanto ~ & una curva regolare e
L('y):/ds:/ ||f’(t)||dt:/ 2+ dt = —.
o -1 -1 3

(b) L’integrale di linea richiesto &
1
I= / ryz’ds = 16/ t5(2 +t*)sint cost dt .
% —1

Poiché la funzione integranda e dispari e l'intervallo di integrazione & simmetrico rispetto
all’origine, si ha I =0.



