POLITECNICO DI MILANO — INGEGNERIA INDUSTRIALE

ANALISI E GEOMETRIA 1 Primo appello — 8 Febbraio 2020
Cognome: Matricola:
Nome:

T.1: 5 punti T.2: 3 punti Es.1: 6 punti Es.2: 8 punti Es.3: 6 punti Es.4: 4 punti Totale

PRIMA PARTE

Dare la definizione di curva rettificabile nel caso del grafico di una funzione f : [a,b] — R.

1. (a)

(b) Enunciare e dimostrare il teorema relativo alla lunghezza del grafico di una funzione.
2. (a) Dare la definizione di distanza tra un punto e un piano nello spazio ordinario.

(b) Dimostrare la formula della distanza tra un punto e un piano nello spazio ordinario.

SECONDA PARTE
1. (a) Determinare I'insieme A delle soluzioni dell’equazione
(z—1420)"=(2+1)8

e rappresentarlo nel piano di Gauss. Osservare che gli elementi di A si possono vedere
come i vertici di un quadrato @, e determinare il centro e il lato di @ .

(b) Rappresentare nel piano di Gauss I'insieme
Q ={w=iz+1: z€Q}.
Che relazione c’¢ tra Q e Q'?

2. Studiare qualitativamente la funzione integrale generalizzata
T (t* — 1) artgt
F(z) = / wdt
1 (et —1)*

(dove l'integrale ¢ da intendersi eventualmente in senso improprio), specificando 'insieme di
definizione, la continuita, la derivabilita, la monotonia, gli estremi locali, i limiti agli estremi del
dominio e gli asintoti, il grafico qualitativo.

3. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

/

¥y=3

y(l):;

2x—3y

4. (a) Determinare le equazioni parametriche della retta r ortogonale alle rette

r=2+t =244t
s1:qy=1+2t ed Spiqy=2+t
z=1—-1 z=3+45t

e passante per il punto A = (1,2,3).
(b) Determinare la distanza tra la retta = e il punto B = (0,0,4).

Istruzioni. Ogni risposta deve essere giustificata. 1l testo del compito deve essere consegnato
insieme alla bella, mentre i fogli di brutta non devono essere consegnati. Durante la prova non é
consentito l'uso di libri, quaderni, calcolatrici e apparecchiature elettroniche.

Tempo. 2 ore e 40 minuti.




So

LUZIONI

1. (a) Poiché (2+1)2 =4+4i—1=3+4i, Pequazione si riduce a

(z—142i)* = (3 +4i)*

e questa equazione, essendo 3 + 2i # 0, si puo scrivere come

el
3+4 )
Poiché le radici quarte dell’identita sono £1 e =i, si hanno le quattro soluzioni

z—142i

— = 41, +i
3+ 4i ’
ossia
z1—14+21=3+4i z1=4+2i
zo—14+2i=-3—4i 29 = —2—06i
z3—1+21=3i—4 z3=—-34+1
zs—142i=-3i+4 z4=95—05i.
Pertanto, si ha
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Le soluzioni trovate si sono i vertici di un quadrato ) di centro zg = 1—2i, poiché sono le

radici quarte di un numero complesso (che si dispongono sempre nei vertici di un quadrato
di centro l'origine) traslate di 1 — 2i. Infine, il lato di @ ¢ dato, ad esempio, da

d(Zl,Zg) = |Zl 723| = |7+1| = \/%

(b) Consideriamo la trasformazione F : C — C definita da F(z) =iz + 1. Questa tra-

sformazione ¢ una roto-traslazione. Piu precisamente, si ha la rotazione di 7/2, in senso
antiorario, attorno all’origine, seguita dalla traslazione orizzontale di 1 verso destra.
Poiché

Q ={w=iz+1:2€Q}={F(2) : z€Q}=F(Q),
possiamo dire che @’ ¢ il quadrato che si ottiene facendo ruotare @ di 7/2, in senso

antiorario, attorno all’origine, e poi traslando orizzontalmente di 1 verso destra il quadrato
ottenuto.



Poiché @' e un quadrato, esso ¢ determinato dai suoi vertici, che sono

wy=F(z)=i4+2)+1=41-241=-144
wy = F(z) =1(-2—-61)+1=—-2i+6+1=7-2i
wg = F(z3) =i(-3+1)4+1=-3i—141=-3i
wy =F(z4) =1(5-51)+1=5i+54+1=6+5i
Pertanto, si ha
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dove wg=3+1
2.

(a) Insieme di definizione e continuita: la funzione integranda

(t2 — 1) artgt
=" :
(e"—1)
¢ definita e continua in R\ {0}. Quindi f & integrabile su ogni intervallo di R che non
contenga t = 0. In un intorno di ¢t =0, si ha

f) ~——

_ ert—0.
t5 t5 P

e continua su tutto R

Quindi f integrabile in senso improprio in un intorno di ¢ = 0. Pertanto, per il secondo
teorema fondamentale del calcolo esteso alle funzioni integrali generalizzate, F & definita

di f con derivata F’(x)

(b) Derivabilita: sempre per il secondo teorema fondamentale del calcolo esteso alle funzioni
integrali generalizzate, abbiamo che la funzione F' & derivabile in ogni punto di continuita
i () = f(=)

. Quindi, si ha

F(r) = (2 — 1) artgz

erx #0.
e — 1) per x #
essendo

In x =0, dove la funzione f non & definita, la funzione F presenta un punto cuspidale

Jim F(@) = Tim f(z) =

=—1 .
r—0% xi&’)li \/> -
(¢) Monotonia: per le osservazioni precedenti, studiando gli zeri e il segno di f(z) per x #0
si ha
F'(z)=0

se e solo se x ==l
F'(z) >0  se e solo se
F'(z) <0

—-l<x<0,x>1
se e solo se

r<-1,0<z<1.



(f)

Pertanto la funzione F & crescente per z € (—1,0) U (1,400) ed ¢ decrescente per
x € (—o0,—1)U(0,1).

Estremi locali: per quanto detto nel punto precedente, la funzione F presenta un punto di
massimo per x =0 e due punti di minimo in z = £1. In particolare, essendo F(1) =0,
il secondo punto di minimo ¢ (1,0).

Limiti agli estremi del dominio e asintoti: poiché la funzione F ¢ definita su tutto R,

dobbiamo calcolare i limiti
“+o0o 2 _
1

r—+00 3 (et _ ]_)4
1 2
t“—1 tgt
lim F(z)= - / (£~ 1) artat g,
r——00 oo (et _ 1)4

Si tratta quindi di stabilire 'integrabilita in senso improprio di f a +00 ea —oc.
Poiché

12 1 1
f(t) ~ g g = (g t4e_%t) 2 < 2 definitivamente per ¢t — 400,

la funzione f & integrabile in senso improprio in un intorno di +oo. Questo significa che

lim F(z)=a aeR, a>0,

Tr—+00

ossia che y = a & un asintoto orizzontale per z — +o0o. Si puo dimostrare che a ~ 0.7.
Infine, poiché
T
f(t)NfEtZ%—oo per t — —oo,

la funzione f mnon & integrabile in senso improprio in un intorno di —oco e quindi

lim F(z) =+oc0.

Tr—r—00
Inoltre, essendo
F
lim (2) = lim F'(z)= lim f(z)=—oo0,
r——00 I T——00 r——00

la funzione F non possiede asintoto obliquo per z — —oo.
Grafico:
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3. L’equazione differenziale ¢ a variabili separabili, con a(z) = % e?® e b(y) = e 3¥. Non ci sono
soluzioni singolari. Separando le variabili, si ha

/3e3ydy:/x2e2xdx.

Il primo integrale ¢ immediato. Il secondo integrale si ottiene integrando per parti due volte:

2z 2x 2z 2z 2z 2z 2z
2 2z 2 € 2z 2 € € e 2 € e e
dr =2 — — dr=2"——-2—+ | —dr=2"— —2—+—+c.
/:17 e T T D) /me T T 5 T D) D) T T D) T D) c

Pertanto, si ha

e3y:i(2m2—2x+1)e%+c

da cui si ottiene 'integrale generale

1. (1
y(;c)_31n<4(2z2—2z+1)e2z+c> ceR.

Imponendo la condizione y(1) = % , si ha

ossia ¢ = %62 . Quindi, la soluzione cercata e

1. (222 —2x 4+ 1)e2® + 3¢
y(%)=§ln(JU x—|—4)e +oer

4. (a) I parametri direttori delle rette s; ed ss sono dati, rispettivamente, dai vettori a; =
(1,2,—1) e ay = (4,1,5). Pertanto, essendo rLls; ed rlss, i parametri direttori della
retta r sono dati dal vettore a; Aag = (11,—9,—7). Pertanto, dovendo essere A € r, si

ha
r=1+11¢
riey=2-9t
z=3-—Tt.

(b) Il piano 7 ortogonale alla retta r e passante per il punto B ha equazione
11(x—0)—9(y—0)—T7(z—4)=0

ossia,
11z — 9y — 72428 =0.

Intersecando r con m, si ha
111+ 118) —9(2—-9t) —7(3—=Tt) +28 =0

ossia t =0. Pertanto rNm = A = (1,2,3). Di conseguenza, si ha

d(B,T):d(A,B) = \/(1_0)2+(2_0)2+(3_4)2:\/6.



