POLITECNICO DI MILANO — INGEGNERIA INDUSTRIALE

ANALISI E GEOMETRIA 1 Secondo compito in itinere — 15 Gennaio 2021

ESERCIZIO DA SVOLGERE

Si consideri la funzione definita da

x

fla)=(z—1)eT.
1. Determinare il dominio di f, gli eventuali zeri e il segno di f.
2. Stabilire se f € continua nel suo dominio e determinare i limiti al bordo del dominio di f.
3. Determinare il dominio di definizione della derivata prima e calcolare f’.

4. Studiare la monotonia di f e determinare gli eventuali punti estremanti, specificando se sono
assoluti o relativi.

5. Tracciare un grafico qualitativo della funzione f.

6. Sfruttando lo studio di f svolto nei punti precedenti, si tracci un grafico qualitativo della funzione
integrale

Fo) = [ Zf(t) dt,

dove 'integrale e da intendersi eventualmente in senso improprio.
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SOLUZIONI
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1. Dominio: D = (—o0,—1) U (=1,+1) U (+1, +00).

Zeri e segno: La funzione f non presenta zeri. f(z) > 0 se z € (+1,4+00), f(z) < 0se x €
(—o0,—-1)U(-1,1).

2. Continuitd: f € C(D) come composta di funzioni continue.

Limiti (e asintoti): In base alle proprietd dei limiti abbiamo

lim f(z) = +oo, lim f(z) = —o0, lim f(x)=0", lim f(z)=—o0, lim f(z)=0"

z—+o0 z——1— z——11 z—1— z—1+

ed in particolare un asintoto verticale per x — —1~ e per x — 1~. Asintoti obliqui:

m:= lim —= =1
r—+toco I

g:= lim (f(z)—z)= Igrjrtloo(x— 1)<eﬁ - 1) —1=-2

z—+o0

equazioni asintoti: y = ¢ — 2 per x — Fo0.

3. Derivabilita: f & derivabile in D come composta di funzioni derivabili ed in base alla regola di
Leibniz e al teorema di derivazione della funzione composta abbiamo

_x _ x? +1
! et |l 4+ ——m——— D
fl(x)=e +($—1)(x+1)2 T €

4. Punti critici in D: f'(z) =0 se

2 +1
(z—Dx+1)72
(z—D(x+1)*+(2*+1)=0

B3 4+222 -2 =0

z(z® 4+ 2 —1) = 0.

1+ 0

Vi sono tre punti critici: 2 =0, z:=v2—-1€ (0,1) e x = =2 — 1 € (—o0, —1).

Monotonia ed estremi in D: per il Test di Monotonia, poiche f’(z) > 0 se

22+ 1
1+ —— "= >0
MCERCESIE
x(x? + 21 — 1)

—5 >0,

(x—1)(z+1)2

f & crescente in (—o0o, —v/2—1)U(0,v/2—1)U(1, +00) e decrescente in (—v/2—1,—1)U(—1,0)U
(vV/2—1,1), da cui z = 0 & un punto di minimo relativo e i punti z = —v/2—1e x = v/2—1 sono
punti di massimo relativo.



5. 1l grafico qualitativo di f & mostrato in figura.
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6. Dai punti precedenti sappiamo che la funzione integranda

) = (t=Dei?

¢ definita e continua in R\ {£+1}. Quindi f & integrabile secondo Riemann su ogni intervallo
chiuso in R\ {£1} che non contiene t = +1. Abbiamo allora

(—00,—1) Cdom(F) e F(-3)=0.
Nel punto problematico ¢t = —1 ci servono gli sviluppi asintotici di f. Si osserva che
f(t) ~ —2¢” 26D per t— —17.
Quindi f non & integrabile in senso improprio in un intorno sinistro di ¢ = —1 e si ha
dom(F') = (—o0, —1).
Per il TFCI F & derivabile in ogni punto di continuita di f con derivata F'(z) = f(x), cioe
F'(z) = f(z) perz<—1.

Dai punti precedenti sappiamo che f ¢ negativa in (—oo,—1). Quindi F' & decrescente per
x € (—o0,—1) e
lim F(z) = —oo,

rz——1—
da cui x = —1 ¢& un asintoto verticale per F.
Sempre dai punti precedenti sappiamo che

fit) ~t— —0c0 per t— —oo.
Pertanto f non e integrabile in senso improprio in un intorno di —oco e quindi

lim F(x) = +4o0.

T—>—00
Inoltre, essendo
F
lim (z) = lim F'(z)= lim f(z)=—o0,
r——00 I T——00 r——00

allora I’ non possiede obliquo per x — —oo.

Dallo studio del segno di f’, si ricavano informazioni sul segno di F” in (—oo, —1). Pil precisa-
mente F' & convessa per z € (—00, —1 — v/2) ed & concava per x € (—1 — /2, —1).

Il grafico qualitativo di F' & mostrato in figura.
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