PoLITECNICO DI MILANO — INGEGNERIA INDUSTRIALE

ANALISI E GEOMETRIA 1 Preparazione al secondo compito in itinere — 2016

1. Calcolare lo sviluppo di MacLaurin del quarto ordine della funzione
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2. Calcolare il limite
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3. Calcolare l'integrale improprio
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4. Stabilire se 'integrale improprio
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5. Scrivere l'integrale generale dell’equazione differenziale
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6. Stabilire se i seguenti fasci di piani

D) Me+2y+z—1)+pule—y+2242)=0
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sono uguali.
7. Calcolare I'integrale di linea

I:/\/x2+y2+4zds
¥

dove 7 @ la curva rappresentata dalla funzione vettoriale f : [0,7] — R3 definita da
f(0) = (cosb,sinb,0?).

8. Sia
r = cos20 + 4cosf
y:Qy=-sin20 —4sinf feR.
z = sin 360

(a) Mostrare che v & una curva regolare nel punto Py € v che si ottiene per § =0.

(b) Determinare il punto di intersezione della retta r tangente a - in Py con il piano
m:x+2y+z—1=0.

(¢) Determinare i versori della terna intrinseca di + nel punto P .
(d) Determinare il piano osculatore, il piano normale e il piano rettificante di v in FPy.

(e) Determinare la curvatura, il raggio di curvatura e il centro di curvatura di v in FPy.



Soluzioni

1. Utilizzando gli sviluppi di MacLaurin
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per x — 0, si ha
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Quindi, per x — 0, si ha
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f(x):m+§x2+€x3—|— g ¢ 4 o(at).

2. Tl limite presenta una forma di indeterminazione 0/0. Applicando la regola di De L’Hopital
e utilizzando il secondo teorema fondamentale, si ha
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3. Si ha un integrale immediato:
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4. La funzione integranda
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Per x — +00, si ha
1 1 =z 1
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Poiché 1/4/x non & integrabile in senso improprio per = — +o00o, applicando il criterio del

confronto asintotico possiamo concludere che nemmeno la funzione f ¢ integrabile in senso
improprio per x — 400, ossia che 'integrale I non & convergente.

5. L’integrale generale e
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dove c¢ @& un parametro reale arbitrario. Si tratta ora di calcolare 'integrale
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Posto t =+/2x+ 1, si ha x:%, dr =tdt e
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Quindi, si ha

y(r) =€ (222 + 1+ In20z| —2In(1 +v2z + 1) +¢) .

6. Due fasci di piani sono uguali quando ammettono la stessa retta come sostegno. Equivalen-
temente, due fasci di piani sono uguali quando i piani che generano uno di essi fanno parte
dell’altro fascio. Pertanto, consideriamo il fascio ®1 : A(z+2y+2z—1)+u(r—y+22+2) =0
eipiani m : x+8y—2—7=0¢e my : x—Ty+42+8 =0 che generano P, , e mostriamo
che m,my € ®1. Scegliamo, ad esempio, il punto P; = (0,1,1) che appartiene al piano
71, ma non al sostegno di ®;. Sia 7} il piano appartenente al fascio ®; passante per P .
Imponendo il passaggio per P, si ha 2\ + 3u = 0, da cui si ricava, ad esempio, A =3 e
u = —2. Pertanto, si ha

m o3 +2y+z—1)—2@—y+224+2)=0

ossia
™o r+8y—2z—T7=0.

Poiché hanno uguale equazione, i due piani m e 7] sono uguali, ossia m € @1 . Scegliamo
ora, ad esempio, il punto P, = (0,0, —2) che appartiene al piano 79, ma non al sostegno di
®; . Sia ) il piano appartenente al fascio ®; passante per P,. Imponendo il passaggio
per P, siha —3\—2u =0, da cui si ricava, ad esempio, A = —2 e u = 3. Pertanto, si
ha
o 2@ +2y+z2—1)+3(x—y+224+2)=0
ossia
o —Ty+4z+8=0.

Poiché hanno uguale equazione, i due piani w2 e w5 sono uguali, ossia o € ®; . Pertanto,
possiamo concludere che ®5 C ®; e quindi che ®; = &5.



7. Poiché f/(0) = (—sinf,cos6,20), si ha ||f'(0)|| = v1+46% # 0 per ogni 6 € [0,7].
Pertanto, la curva 7 & regolare, ¢ di classe C! e

8. Sia
(a)

()

I = / Va2 +y?+4zds :/ Vcos? 0 +sin 0 + 402 || £(6)|| 4O
0% 0
" 2 4 51" 4 5
= (1+40°)d0 = |0+ 56| =7+ 7.
0 37, 3
f(0) = (z(0),y(0),2(8)) = (cos26 + 4 cos 0,sin 20 — 4sin 0, sin 36) .
Siha Py = f(0) = (5,0,0). Inoltre, si ha
1'(0) = (—2sin20 — 4sin 6,2 cos 20 — 4 cos 0, 3 cos 30)
e quindi f’(0) = (0,-2,3). Poiché f/(0) # 0, la curva & regolare in Fy.
La retta tangente a v in Py & la retta

r=x(0)+2'(0)t=5
r:qy=y(0)+y(0)t=-2t
x = 2z(0)+2'(0)t = 3t.
Intersecando questa retta con il piano 7, si ha 5 —4t+3t—1 =0, ossia ¢t = 4.
Pertanto rN7w = (5,-8,12).
Il versore tangente a v in Py e

10 _(0,-23)
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Poiché
1" (0) = (—4cos20 — 4cos 0, —4sin 20 + 4sin 6, —9sin 30) ,

)
si ha f”(0) = (—8,0,0) e quindi
i
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Pertanto, si ha || f/(0) A f”(0)| = 8V13 e
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= (0,—24,—16) = 8(0,—3,-2).
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Infine, si ha
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Posto x = (z,v, ), il piano osculatore, il piano normale e il piano rettificante di v in
P, sono rispettivamente dati da

o : (b(0),x — f(0)) =0 To @ 3y+22=0
T, ¢ (£(0),x — f(0)) =0 ossia T 2y—32=0
7w 1 (n(0),x — f(0)) =0 T @ T =05,

La curvatura, il raggio di curvatura e il centro di curvatura di ~ in Fy sono
rispettivamente dati da

w0y = IO ASO _ 8VB 8
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C(0) = £(0) + p(0) n(0) = (5,0,0) + %(—1,0,0) _ (287,0,o> .



