POLITECNICO DI MILANO — INGEGNERIA INDUSTRIALE

ANALISI MATEMATICA I E GEOMETRIA Primo compito in itinere — 14 Novembre 2017
Cognome: Matricola:
Nome:

PRIMA PARTE
1. Provare (usando la definizione) che

lim n?=+c.
n—4oo

2. Calcolare il limite
Inx

] sin(z — 1)

3. Provare che i grafici delle funzioni definite da f(z) = 22 * si intersecano.

e g(z)=e
4. Disegnare un grafico qualitativo della funzione definita da f(z) = x'/2 + 2°/3.
5. Determinare se ¢ derivabile in g = 0 la funzione definita da

x? sex >0

fz)=<0 sex=0

—23 sex<0.

6. Determinare un costante reale K > 0 tale che

|[Inz —Iny| < K|z —y| Y,y € [1,2].

7. Calcolare il limite
.o ef—1—x
lim

a:—>0w/1+gj—1'

8. Stabilire se la funzione definita da

f(z) =422+ 8z

ammette un asintoto obliquo per x — +oo.

9. Calcolare 'integrale definito

1
I:/ x(sinx2+2)dx.
-1

10. Determinare I’equazione della retta tangente al grafico della funzione definita da

F(x) :/ cost? dt,
0

nel punto di ascissa zg = 0.



I par.: 5 punti Es.1: 10 punti Es.2: 6 punti Es.3: 4 punti Es.4: 4 punti Teo.: 3 punti Tot.

SECONDA PARTE

1. Studiare la funzione definita da

z)=1—-o+ ———>%—.
/(@) 1+1og2x

In particolare, si richiede di disegnare il grafico qualitativo di f e di studiare la convessita e il
comportamento per x — 0" di f.

2. Calcolare gli integrali

T dz 1/2 1'2 T
L=/ -2 = T 4 Ii= [ e*sin2da.
1 /012_’_9 2 o 1_1.2 i e 3 /OeSlnx i

3. Determinare il polinomio di MacLaurin di quarto grado della funzione definita da
g(x) = cosx -sinz? .
Determinare poi la derivata quarta e la derivata quinta di g calcolate in 0: g™ (0) e ¢®)(0).

4. Determinare il carattere delle successioni

2 _1)» 1 n+1
an:w e bn—(1+sin> )
| cosn| n

TEORIA

1. Enunciare e dimostrare il Teorema di¢ Fermat.

Istruzioni. Ogni risposta deve essere giustificata. Il testo del compito deve essere consegnato
insieme alla bella, mentre i fogli di brutta non devono essere consegnati. Durante la prova non é
consentito l'uso di libri, quaderni, calcolatrici e apparecchiature elettroniche.

Tempo. 2 ore e 30 minuti.




SOLUZIONI - SECONDA PARTE

1. La funzione f & definita per x > 0. I limiti agli estremi del dominio sono

2
lim f(z)=1 e lim f(z)= lim (1—10gxx):—oo.

r—0+ r——400 r—400 1+ 10g2 T

Inoltre, poiché si ha

lim (f(z)+2)= lim <1+x>:+oo,

Tr—r+o0 r—r+00

la funzione f non possiede asintoto obliquo per = — +00.

Si osservi che la funzione f & superiormente limitata da 1, essendo

log? x

r)=1-—-—
J(@) 1+log?

x <1 V€ (0,400).

La derivata prima e

1—logx )2 ~ logz(logz +1) (1og2x —logz +2)

Py =1+
1+ log”x (1 + log? x)2

In particolare, si ha
lim f(z)=-1.

z—0t

Poiché il polinomio 22 —2z+2 ha sempre segno positivo (avendo discriminante negativo e termine
noto positivo), si ha f/(z) > 0 se e solo se logz (logxz + 1) < 0, e questo accade se e solo se
el <z < 1. Piu precisamente, f'(x) >0 per e ! <z <1, f(z)<0 per 0 <z <e ! e
x>1¢e f(x) =0 per x =e! e z=1. In particolare, f possiede un punto di minimo
relativo in e~!, dato da (e7!,1—e~!/2), e un punto di massimo assoluto in 1, dato da (1,1).

La derivata seconda ¢

pro= & (Lo
dz \1+log”z
_o 1—logx —%(1+log2x) — 21(’%(1—loga§)
1+log’z (1 + log® x)2
B 2(10g:v71)(10g2x7210gx71)
a x(1+10g2x)3 .

Poiché = > 0, si ha f”’(z) > 0 se e solo se (logz — 1) (logzm —2logz — 1) < 0, e questo
accade se e solose 0 <z < el=V2 ¢ ¢ <z < el+V2 Quindi la funzione presenta concavita
verso l'alto (ossia ¢ convessa) per 0 < z < el=V2 ed e<z < eHﬁ, presenta concavita verso
il basso (ossia & concava) per V2 <ir<e e z> e““/i, e presenta tre flessi in zp =e e
ILQ = eliﬁ .

Il graficodi f e



o
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Mettendo in evidenza anche il terzo flesso, si ha

yA
B ___
K’I"\e RE;;
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p1—V2 F
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OSSERVAZIONE. La funzione f puo essere estesa con continuta a una funzione F : [0, +00) — R
ponendo F(x) = f(z) per >0 e F(0) =1. La funzione F ¢ anche derivabile a destra in
0. Infatti, utilizzando la regola di De ’'Hopital, si ha

lim Flo) = FO) _ lim fa) =1 _ lim f'(z)=-1.

z—0t z—0 z—0+ x z—0t



2. Per il primo integrale, si ha

Per il secondo integrale, si ha

12 42 /21 _ (122 1/2 1
I, = —dx = —_— 2 dx = —— —\/1—22)dz
2 /0 V1 — 22 0 V1— 22 /0 (\/1—3:2 >

1/2 1 1/2 . . 1 1/2
= 7dx—/ V1 —22dx = |arsinz — { 1—x2+arsinx]
/0 /1 — IE2 o [ ]0 2 2 0

Infine, per il terzo integrale, integrando ripetutamente per parti, si ha

I3 / e”sin2xdx = [ezsin2x]g—2/ e’ cos2xdr = —2/ e” cos 2z dx
0 0 0

= —2[e” COSQJ?];T - 4/ e’sin2zxdr = —2(e™ — 1) — 413
0

ossia
513 =2(1—¢")
ossia 9
13 = 5 (1 — eﬂ) .
3. Utilizzando le formule di MacLaurin delle funzioni elementari, si ha
22 4 o
g(x) = cosz -sinx? = <1 iy + o + 0(x4)) (z° + o(z")) = 2% — 5 +o(zt).
Pertanto il polinomio di MacLaurin di quarto grado di g e
4
2 _ %
T

e quindi g™ (0) = —12. Inoltre ¢(®(0) = 0, essendo la funzione pari.
4. Poiché n?+ (—=1)"n>n?—n e |cosn| <1 per ogni n € N, si ha

n?+ (=1)"n

znzfnﬁ+oo per n — 400.
| cosn

Qn =

Quindi, per confronto, anche la successione a, tende a 400 per n — +oo, ossia a, € una
successione dvergente.

Per la seconda successione, si ha
n+1
by, = (1 + sin ) = o(mt1) In(lsin )
n

Per n — 400, si ha %—)0, sin%—>0 e

n+1
n

— 1.

1 1
(n+1)In(l4+sin—) ~ (n+1)sin — ~
n n
Per la continuita della funzione esponenziale, si ha
lim b, =e.
n—-+oo

Quindi la successione b, & convergente.



