ANALIST MATEMATICA 11
POLITECNICO DI MILANO — INGEGNERIA INDUSTRIALE

Autovalutazione #1

1. Sia f:R? - R la funzione definita da
flz,y) = 2%y? — 22 4 2y +e* ¥
per ogni (x,y) € R?.

(a) Scrivere il gradiente di f .

(b) Calcolare la derivata direzionale di f nel punto x¢ = (1,1) lungo la direzione data dal
versore v = (%, f%) .

(c) Scrivere I'equazione del piano tangente al grafico di f in corrispondenza del punto x, =
(1,1).

(d) Determinare i punti di massimo e di minimo di f.

(e) Mostrare che il punto xp = (1,1) & un punto critico vincolato di f relativamente al
vincolo
vty -2+ P+ 324y =0.

/2
I_///xz vy dxdydz
Q

1+a22+y2
dove Q= {(z,y,2) eR® : 22 +¢y> <1, 0<2<4}.

LTy Tty
x2+y27x2+y2

2. Calcolare I'integrale

3. Sia F:Q — R? il campo vettoriale F = (

(a) Determinare il campo di esistenza Q di F.
(b) Stabilire se F ¢ irrotazionale su 2.

(c) Calcolare il lavoro di F lungo le seguenti curve orientate positivamente

i
3 - 12
Y1 4 -2

72

1 3

4. (a) Riconoscere la superficie S di equazioni parametriche

x = rsin @ cos
y =rsingsinf

Z =TCcosp

(b) Sia X la porzione della superficie S contenuta nel primo ottante, munita della denisita di
massa 0(p,0) = cospcosf. Calcolare la massa totale di ¥ e il suo baricentro.

5. Sia S la sfera di equazione x2 4 y? + 22 = 4, orientata verso l’esterno. Sia ¥ la porzione di
S compresa tra i piani di equazione z =1 e z = /3, orientata come S. Calcolare il lavoro
del campo vettoriale F = (z,z,y) lungo il bordo v di X, orientato coerentemente con X .



1.

(a)

(b)

Soluzioni
Il gradiente di f &
Vi(z.y) = (0uf.0,f) = Quy* =2 +e"7¥, 20y + 2 —"7Y).

Poiché la funzione f ¢ differenziabile nel punto xo = (1,1), si puo utilizzare la formula
del gradiente, ossia

Dy f(x0) = (Vf(x0),v).

Poiché Vf(1,1) = (1,3) e VZ(%,—%),Si ha

1 3 2
va(xo)zﬁ—ﬁ:—ﬁz—\/ﬁ-

L’equazione del piano tangente al grafico di f in corrispondenza di un punto xo e
z = f(x0) + (Vf(x),x — x0).
Nel nostro caso, si ha f(1,1) =2 e Vf(1,1) = (1,3). Quindi, si ha 'equazione
z=2+(x—-1)+3(y—1)

ossia
r+3y—2z—-2=0.

Iniziamo col determinare i punti critici di f, ossia i punti che annullano il gradiente di f.
Si tratta di risolvere il sistema

20y? —2+e* V=0
202y +2 - eV =0.

Sommando le due equazioni tra di loro si ha 2zy(x + y) = 0. Si hanno cosi tre casi:

x =0, oppure y =0, oppure y = —x. Se x =0, allora il sistema si riduce all’equazione
—2+ e ¥ =0, da cui si ottiene y = —In2. Analogamente, se y = 0, allora il sistema si
riduce all’equazione 2 —e* = 0, da cui si ottiene =z = In2. Infine, se y = —z, allora il

sistema si riduce all’equazione 2x® — 2 + e%* =0, ossia e?* = 2 — 223, Studiando le due
funzioni e?* e 2 —2z3, si trova che esse hanno un solo punto in comune, per z = a, con
0 < a < 1. Sihanno cosi i seguenti tre punti critici

P =(0,-1n2), Py = (In2,0) e Py=(a,—a).
La matrice Hessiana di f &

2% 4 eV dxy —e® Y
H(z,y) = chy —e* Y 222 4 ez_y]

Per P, =(0,—1n2), si ha

2
H(0,—n2) = {2ln 2+2 —2}

—2 2

Poiché det H(0, —In2) =4In*2>0 ¢ H(0,—In2);; =2In*2+2>0, P, &un punto di
minimo.



Analogamente, per P, = (In2,0), si ha

2 —2
H(n2,0) = [—2 21n22—|—2] '

Poiché det H(In2,0) =412 >0 ¢ H(In2,0);; =2>0, P, &un punto di minimo.
Infine, per P; = (a, —a), si ha

2 2 _ A2«
H(Pg):[Qa +e 4o — e }

—da —e2* 202 4 2@

Poiché
det H(Ps) = (2a* + e®¥)? — (4a + e**)? = —4a?(3a® +2*) < 0,

si ha che P; e un punto di sella.
(e) Sia g(x,y) = 2> +y> —22% +y?> + 3x +y. Allora, si ha
Vy(z,y) = (32° — 4o+ 3,3y* + 2y + 1),

e quindi Vyg(1,1) = ( 6) # (0,0). Il punto xg = (1,1) & regolare per la curva -y.
Pertanto, xo = (1,1) & un punto critico vincolato di f relativamente a v quando esiste
uno scalare A per il quale Vf(1,1) = AVg(1,1), ossia (1,3) = AVg(2,6), e questo accade
per A= % .

2. In coordinate cilindriche, I'insieme 2 & la regione interna al tronco di cilindro determinato dalle
condizioni 0 < p<1, 0<0<2m e 0<t<4. Allora, si ha

27 3
// / 2 cos Htp pdpdd dt
p 27
/1+ dp/ cos 0d9/ 3 dt
0 p? 0
T1—(1-ph , [0 1 o
= ————— > dp|= + =sinf 0 —
/0 1+p2 p|:2—|—281D cos ]0 {4}0
3 ' 1 2
0
p

371
= 437 [artgp —p+ }
3 1o

1

== 7T'

artgl — 1+ )

_ (T2
B 4
= 3 7 (3T — 8).
3. (a) Il campo di esistenza di F ¢ Q=R?\ {(0,0)}.
(b) Poiché
OFy 2 +y? —2z(z+y)  —a®+y?—2ay

8x (IQ +y2)2 - (.752 +y2)2
IFy (2 +y?) =2y —y)  —”+y® -2y
dy (22 +y?)? (a2 +y?)?

il campo vettoriale F & irrotazionale su Q.



(¢) Il campo vettoriale F & irrotazionale su 2, ma € non & semplicemente connesso. Quindi
non si puo dedurre che F sia conservativo su 2. Tuttavia, essendo irrotazionale, il campo
F & conservativo quando viene ristretto al primo quadrante (bordi esclusi). Pertanto il
suo lavoro lungo la curva chiusa ~; € nullo. Invece il lavoro lungo la curva chiusa s,
contenente il punto in cui F non & definito, puo essere calcolato scegliendo una qualunque
circonferenza ~y di centro (0,0) e di raggio sufficientemente piccolo (ad esempio r =1).
Pertanto, scelta

Y LL':C'OSQ 0e0,21], 2’ = —sinf
y = sin 6 y' = cosf,
si ha
v
27 . .
cosf —sinf cos@ + sinf
= ——— (—sinf) + ——— cosf| df
/0 |:(30829—|—Sin29( inf) cos? 0 + sin® 0 ]

27
/ (—sin6 cosd + sin®  + cos® § + sin 6 cos 0) df
0

2m
/ a0
0

= 2m.

(a) La superficie S ¢ la sfera di centro O = (0,0,0) e raggio r.

(b) Le equazioni parametriche della superficie S sono le stesse di S dove perd i parametri
sono limitati a variare nell'insieme Q = {(¢,0) € R? : 0 < o < 7/2, 0 <0 < 7/2}.
Pertanto, la massa totale di ¥ ¢

J[L a0 = [[ se.0) i) agao

/2 pw/2
/ / cos @ cos B2 sinp dp df
0 0

/2 /2
2 / cos @ sin d<p/ cos 6 df
0 0

9 sin2<p /2 . /2 p2
= r°|— [sm@} = —.
2 0 0 2

M

Inoltre, le coordinate del baricentro di ¥ sono

1 1
oo = 57 [[Lavdo =5 [[ ate.000.0) INI ag o

) /2 pm/2
= / 7 sin ¢ cos § cos p cos 812 sin ¢ dp df
0 0

r2

w/2 /2
= 2r/ cosgpsinzgod@/ cos® H df
0 0

/2

.. 3 / /2
1
= 2r [sm 4'0] [e—ksinecose}
3 g 2 2 o

T,
6



1 1
w = 37 [fv8de =57 [] o050 NI dpas

) /2 pw/2
= 7/ / 7 sin @ sin @ cos o cos 0 r? sin ¢ dp d
™ Jo 0
/2 77/21
= 27‘/ Coscpsinchdso/ = sin26 d¢
0 0 2

.3 /2 w/2
= 2r [sm Sﬁ} |:1C0829:|

3 o 4 0
1
= —r
3
zp = i//zéd *i//z( 0)d(p,0) |N|| depdf
B = M)y O—*M 0 ©s 2 ¥
2 m/2 /2
= 3 / 7 cos p cos p cos 0 72 sin ¢ de d
0 0

w/2 /2
= 27"/ singocos2gadcp/ cosf do
0 0

3 /2 /2
= 2r [—COS 90] {sin&]
3 0 0

2
= —r.

3

In conclusione, si ha

B = ﬂ—r,i,z]ﬂ .
63 3

5. Considerando l'usuale parametrizzazione della sfera, la superficie X ¢ la porzione di sfera

s s

delimitata dalle condizioni F<p< % e 0 < 0 < 2mw. Pertanto, applicando il teorema di
Stokes, si ha

Lz//g(rotF,n) daz//ﬂ(rotF,N) dipdd

dove Q = [%, %] x [0,27]. Poiché

i j k
rotF =19, 0, 0.|=(1,1,1)
z Ty



e N =2sinyp(z,y,2)s, sl ha

/3 27
L = / 2sin p(2sin @ cos f + 2 sin p sin 6 + 2 cos ) depdf
w/6 JO

w/3 27
= 4/ {/ (sin? ¢ cos @ + sin? @ sin @ + sin p cos ) df| dy
/6 0

w/3
= 4/ [Sin2 ©sin @ — sin? o cos 6 + 6 sin ¢ cos cp] iw dep
/6

w/3
= 47r/ sin 2¢ dp
/6

cos 2¢p
= 4 —
[

w/3

/6
= 2m.



