ANALIST MATEMATICA 11
POLITECNICO DI MILANO — INGEGNERIA INDUSTRIALE

Autovalutazione #3

1. (a) Utilizzando la definizione, verificare che la funzione f : R?> — R definita da f(z,y) =
y? ¢z ¢ differenziabile in xq = (0,0).

(b) Scrivere ’equazione del piano tangente alla superficie di equazione z = f(z,y) nel punto
PO = (0507f(070))

(c) Stabilire la natura del punto xo = (0,0) per f.

2. Siano 71, 72 e <3 le semicirconferenze contenute nel semipiano y > 0 rispettivamente di
centro C1 =(0,0), Cy = (-r,0) e C3=(r,0) ediraggio 1 =2r, ro=r3=r.

(a) Determinare il baricentro B; della regione piana €; delimitata dall’asse = e dalla curva
71 -
(b) Determinare il baricentro By della regione piana s racchiusa dalle curve 1, 72 e 73.

3. Calcolare il lavoro del campo vettoriale F = (2zy + y? — v, 3xy + 22 + y) lungo il bordo ~,
orientato positivamente, della regione

Q={(z,y) eR* : y>a], 0<a”+y* <r}.

4. Calcolare I'area e le coordinate del baricentro della superficie ¥ = SN D, dove S e la sfera di

equazione z2+y2+22=1r? e

D={(z,y,2) eR® : >0, y>0, 0<V2z<r}.
5. Calcolare il flusso del campo F = (zz+y, 2%y, y?z) attraverso la superficie chiusa ¥ = %, U, ,

orientata verso I'esterno, dove X; ¢ il cono rotondo definito dalle condizioni z? 4+ y? — 22 =0,
0<z<h e ¥y ¢ildisco di centro (0,0,h) e diraggio h che giace sul piano 7 : z=h.



Soluzioni

1. (a) Siha f(0,0) = 0. Inoltre, f & derivabile in xg = (0,0), poiché possiede entrambe le
derivate parziali nel punto considerato:

ﬁ(0,0) — lim w — lim 0 =0
al' x—0 € x—0
g(0,0) = lim f0,y) - £(0,0) _ im 2 —0.

Pertanto, si ha Vf(0,0) = (0,0). Infine, per verificare la differenziabilita di f in x¢ =
(0,0), dobbiamo calcolare il seguente limite

f(x) = f(x0) = (Vf(x0), X — %)

[[x = o
f(xay) — f(0,0) — <Vf(0,0), (x,y))

L lim
x—0

im

(z,y)—(0,0)
fm VT

(2,9)—(0,0) /22 + 12

Passando alle coordinate polari, si ha

I— 1 p%sin? 0/ pcosd
= m — =
p—0F P

lirn+ p</p sin 6V cosf =0
p—0

uniformemente rispetto a € (poiché pg/p sin? §v/cos § < p/p — 0 per p— 07 ). Poiché
L =0, possiamo concludere che la funzione f & differenziabile in xo = (0,0).

f)

L’equazione del piano tangente a una superficie di equazione z
Py = (%0, f(x0)) ¢

in un punto

z = f(x0) + (Vf(x0),x —x0) .
Nel nostro caso, essendo f(0,0) =0 e Vf(0,0)=0,si ha z=0.

Poiché Vf(0,0) =0, il punto xg = (0,0) & critico per f. Inoltre, si ha f(z,y) >0 se
e solo se x > 0. Pertanto, comunque si scelga un interno di x¢ = (0,0), la funzione f
continua a cambiare di segno. Di conseguenza, xo = (0,0) & un punto di sella per f.

()

2. Le tre curve date hanno equazione

Dy =V4r?2 —z2, oy =+ —2rx — a2, Dy =12rz —x2.
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(a) Per simmetria, si ha xp, = 0. Poiché A(Q) = 2772, si ha
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(b) Per simmetria, si ha xp, = 0. La regione {5 & y-semplice (ma non z-semplice). Infatti
QQ = {(m,y) € RZ PTE [_QTa 27‘], gl(x) < Yy < gZ(x)}a dove

) V=2rz—2? xc[-2r0] B
g1(z) = {m v e [0,21] e go(z) = Vdr?2 — 2.



Poiché A(Qy) = 2712 — mr? = 7r? | si ha
o [ vz
= — x
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3. Come si vede dalla seguente figura
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la regione 2 e semplice. Quindi, per il teorema di Gauss-Green, si ha

L= /Fldx+F2dy—// (%};z—aﬂ>dmdy—// (1+y) dedy.

Passando alle coordinate polari, la regione (2 ¢ determinata dalle condizioni 0 < p < r e
T<0< %ﬁ. Pertanto, si ha

3 /4
L / / (14 psinf)p dpdb
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4. La superficie ¥ ¢ la porzione di sfera determinata dalle equazioni parametriche

x = rsinpcosd
T ™
y =rsingsinf p e [f f] ,0€ [O,f].

Z=TCcosp

/2 pm/2
A= // do = / / IN(p, 0)]| dpdo
0

Lareadi ¥ ¢



dove N(p,6) @il vettore normale a ¥ . Poiché ||[N(p,0)| = r?sing, si ha

e /Tr/2 /71'/2 ) ) /2 w/2 2
resinpdpdd =r / singpdg&/ dfd = ——.
0 w/4 0 2\@

Sia B = (xp,yB,2p) il baricentro di ¥. Poiché ¥ & simmetrica rispetto al piano di equazione
y=ux,sl ha xg =yp, dove

L d L N dpdf
oy = A//“—Am/ ) IN(,0)]dg
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In conclusione, si ha

_(2+mr 24m)r r
B(2ﬁw’ N%’Q\/i)'

5. Per il teorema della divergenza, il flusso cercato e

://E<F,n>da://Qdidexdydz

dove Q ¢ laregione di R? che ha per bordo la superficie ¥, ossia
Q={(z,y,2) €ER® : 2?2 + 9> <2?, 0<2<h}.

Poiché divF = z + 22 + y?, si ha

_ ///Q(x2—|—y2—|—z) dz dydz .



Passando alle coordinate cilindriche, si ha che € & determinato dalle condizioni p? < t? e
0<t<h,ossia 0<p<te 0<t<h. Pertanto, si ha

t 2 h
// /(p2+t)pdpd0dt
0 0 0
2 h t
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_ 4
= 20 Th™.
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