ANALIST MATEMATICA 11
POLITECNICO DI MILANO — INGEGNERIA INDUSTRIALE

Autovalutazione #5

1. Sia f:R? — R la funzione definita da

24,2
flay) = % V(z,y) €R?.
(a) Determinare il segno di f.

(b) Calcolare il gradiente e la matrice Hessiana di f .

(¢) Determinare la direzione di massimo accrescimento di f in corrispondenza del punto
Xp = (1, ].) .

(d) Utilizzando la definizione, calcolare la generica derivata direzionale di f mnel punto x¢ =
(1,1).

(e) Scrivere lo sviluppo di Taylor del secondo ordine di f nel punto xo = (1,1).

(f) Determinare i punti di massimo e minimo assoluti di f.

(g) Determinare i punti di massimo e minimo assoluti di f sul disco D che ha centro in
C =(1,0) e che ha raggio 1.

I:/// dzxdydz
o (22 + Y2 + 22)3/2

dove Q={(z,y,2) €R® : a®> <a?+y*+ 22 <b?}, dove a,beR, 0<a<b.

2. Calcolare I'integrale

3. Sia dato il campo vettoriale F = (zIn(2? + y?), yIn(a? + y?)).

(a) Determinare il campo di esistenza Q di F.
(b) Mostrare che F ¢ irrotazionale su €.

)

)

(¢) Mostrare che F ¢ conservativo su Q.

(d) Calcolare un potenziale di F su .
)

(e) Calcolare il lavoro compiuto dal campo F per andare dal punto P = (2,2) al punto

Q=(/31).

4. Sia ¥ la superficie di equazioni parametriche

x =tcosf 0 ¢ [0,7]

. e |0,
y = tsing tell,2.
z=1

(a) Riconoscere la superficie ¥ e disegnarla.
(b) Calcolare la massa totale e il baricentro di X rispetto alla densita superficiale di massa
6(z,y,2) = Va2 +y? + 2.

5. Sia ¥ la porzione della sfera di centro O = (0,0,0) e raggio 2 contenuta nel semispazio
y > 0, orientata verso l'esterno (della sfera).

(a) Descrivere 'orientazione del bordo v = 9%. In particolare, dire se, viaggiando lungo la
curva a partire dal punto A = (2,0,0), si incontra prima il punto B = (0,0,2) o il punto
C =(0,0,-2).

(b) Calcolare il lavoro del campo vettoriale F = (z + y,2z 4+ z,2 — y) lungo -+, orientata
coerentemente con .



Soluzioni
1. Sia f:R? - R la funzione definita da

T+ 22+ 92
few) = myye

per ogni (x,y) € R?.

(a) Siha f(z,y) >0 sse z+2%+y? >0, ossia sse (z+1/2)2 +y? > 1/4. Pertanto, f si
annulla lungo la circonferenza ~ di centro (—1/2,0) e raggio 1/2, ha segno negativo nei
punti interni a -y e ha segno positivo nei punti esterni a -y .

(b) Le derivate parziali prime di f sono

of 142z —a*+y°
or (1122 +y2)2
af 21 —x)y

oy  (I+a2+y?)?

Quindi il gradiente di f &

- of of\  [(1+2z—22+y> 2(1-a)y
f(mw)( A+ a2+ 22 ’<1+x2+y2>2)'

Le derivate parziali seconde di f sono

0% f 1—32 — 322 + 3% + 23 — 3zy?

P27 = (R

f  (I+4z -3z +y )y

0xdy (14+22+y?)3

Pf 2(1 —x)(1+ 2% - 3y?)

oy? 1+a2+y?)3

Quindi la matrice Hessiana di f e
0o 2 1—-32 — 322+ 92+ 23— 3292 —(1+42 — 322+ 9%y
(a2 —(1+4z — 32" +y?)y (1-a)(1+2*=3y%) |

(c) La direzione di massimo accrescimento di f in corrispondenza del punto xo = (1,1) &

V(1,1) = (;o>

(d) Sia v = (a,b) un generico versore (con a?+ b*> = 1). Allora, la derivata direzionale di f
nel punto x¢ = (1,1) nella direzione data da v &

f(xo+tv) — f(xo)

Dyf(1,1) = lim ;
_— f(1+at,1+tbt) — f(1,1)

L[14at+(1+at)+(1+0b)°

= lim - 1
i20 | 1+ (1+at)2+ (1+bt)2
a
= 1.
120 T+ (1 + at)2 + (1+ bt)?
_a
= 2



OSSERVAZIONE. Se non fosse stato chiesto di utilizzare la definizione, si sarebbe potuto
utilizzare la formula del gradiente (poiché f ¢ differenziabile, essendo composta da funzioni
differenziabili). In questo caso, piti semplicemente, si avrebbe avuto

Dyf(1,1) = (VS(1,1).v) = 5.

Lo sviluppo di Taylor del secondo ordine di f nel punto xo = (1,1) &
1
F(x) = f(x0) + (V£ (x0),% = x0) + 5 (x = %0)7 H(%0) (x = %0) + o([[x = xo[|)

per x — Xo. Poiché f(1,1) =1, Vf(1,1)=(1/3,0) e
2 (-6 -3 212 1
H(l’l)_&%[—:s o]“9[1 o]’

f(x’y)zu_%(w_D_g(x_l)Q_g(x_l)(y—1)+o(:v2+y2>

si ha

per (z,y) — (0,0).
Iniziamo a determinare i punti critici liberi di f. Essi si ricavano risolvendo il seguente
sistema ottenuto mettendo a zero il gradiente di f:

1420 —22+4%2=0
(1-2)y=0.

Dalla seconda equazione si ha x =1 oppure y = 0. Se z = 1, la prima equazione
diventa 2 + y? = 0, che non ha soluzioni reali. Se y = 0, la prima equazione diventa
z? — 22 —1=0, da cui si ricava z15=1% V2. Si hanno cosi solo due punti critici, dati
da Pio=(14++2,0).

Posto a = 1i\/§, si ha

2 1—3a—3a%+a? 0

H(1i\/§,0):H(a70):m 0 (1-a)(1+a?)

Per valutare questa matrice, ricordiamo che 14+ +/2 sono le radici dell’equazione z? — 2z —
= 0. Questo significa che a? = 1+ 2. Pertanto, si ha

1-3a—-3a*+a® = 1-3a—3(1+2a)+a(l+2a)
= —2-8a+20°=-2-8a+2(2a+1)=—4a
1+a®> = 2(1+4a)
1-a)(1+a?) = 2(1-a?) =—4a.

Pertanto, si ha

H(1++?2,0) = H(a,0) = ﬁ {—6104 _Za} = —ﬁ [(1) ﬂ .

Se a =14 /2, allora la matrice Hessiana possiede due autovalori negativi e quindi P,
& un punto di massimo per f. Se « = 1 — /2, allora la matrice Hessiana possiede due
autovalori positivi e quindi P, € un punto di minimo per f.
Si tratta ora di dimostrare che i due punti trovati sono punti di minimo e massimo assoluti.
Infatti, si ha

a+a®  all+a)

a
fe,0) = 1+a® 2(1+ «) T2




Inoltre, per ogni (x,y) € R?, si ha

_ 1+v2

c4a2+y? 1442
flay) < —5 <

1+a224y2 — 2
2z +2(2% + ) <1+ V2 + (1+V2)(2? +47)
(1-V2)(2® +9y?)+22 - (1+V2) <0

2x 71+\ﬁ>
1-v2 1-v27~
2 +y? —214+V2)z+(1+v2)?2>0
(@-1-V2?+4*>0

? + 1y + 0

[ A

e quest’ultima condizione & sempre verificata. Analogamente, per ogni (x,y) € R?, si ha
1+2 r+a?+y? 12
< >
2z 4 2(2% + %) > 1 - V2+ (1 - V2)(@® +¢°)
(14+V2)(2* +¢?) + 2z — (1 -v2) >0
20 1-V2 > 0
1+V2 1+V2
2 +y? —2(1-V2)z+(1-v2)2>0
(z—1+v2)2+y*>0

2 +y° +

rrv1e

e quest’ultima condizione & sempre verificata. Abbiamo cosi dimostrato che

! _Qﬁ < fla,y) < 1+2ﬂ

per ogni (z,y) € R?. Quindi P; e P, sono punti di estremo assoluti per f.

Poiché la funzione f ¢ continua sul disco D e D ¢ un insieme compatto (ossia ¢ un
insieme chiuso e limitato), per il teorema di Weierstrass la funzione f assume un valore
massimo e un valore minimo assoluti su D . Poiché i due punti P; e P, sono esterni
a D, questi due valori saranno assunti sul bordo v di D, dove ~ e la circonferenza
di centro C = (1,0) e raggio 1. Pertanto 7 ha equazione (x —1)? +y? = 1, ossia
22 +y? — 22 =0. A questo punto possiamo procedere in vari modi.

PRIMO MODO. Sui punti della circonferenza v si ha 2?4+ y? = 22. Quindi, quando
restringiamo la funzione f su +, si ottiene la funzione g:[0,2] — R definita da

(x)_ac—i—Zas_ 3z
T = oy T 122
Poiché 3

’ _

per ogni x € R, la funzione ¢ & sempre crescente e quindi assumera il suo valore minimo
in x =0 ed il suo valore massimo in x = 2. Pertanto, f assume il suo valore minimo
assoluto su D nel punto A; = (0,0) e tale valore minimo ¢ ¢(0) = 0. Analogamente, f
assume il suo valore massimo assoluto su D nel punto A; = (2,0) e tale valore minimo &

g9(2) =6/5.



SECONDO MODO. Possiamo parametrizzare v ponendo x = 1+ cosf e y = sinf,
con 0 <0 < 27. In questo modo, restringendo f alla curva ~ si ottiene la funzione
F:[0,27] — R definita da

F(o) = 1+cosf+ (1+cosf)? +sin® 1+ cosf
B 14 (14cos)?+sin? 3+ 2cosf’
Poiché )
F(0) = -3 sin 6

(3+2cosh)?’
siha F'(0) >0 sse sind < 0. Quindi F ha un massimo in § =0 e un minimo in 0 = 7.
Per § =0 siha il punto As = (2,0), mentre per § = 7 si ha il punto A4; = (0,0).
TERZO MODO. Possiamo utilizzare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Consideriamo
la Lagrangiana
o+ 2%+ 42
L A)=——77—=
I punti critici liberi di L si ottengono risolvendo il seguente sistema

—Az? +y* —21).

2,2
0L _1+2c—a’+y A2z -2) =0 1+2x—x2+y2772)\(17 )
Ox (1422 +y?)? Q+22+42)2 z
oL 2(1—=)y — 2y =0 ossia 20-—z)y o\
oy (1422 +y?)? (I+a22+y2)2 Yy

L
g—/\:f(x2+y272x):0 22 4+y?—22=0
Dalle prime due equazioni si ricava
(1422 — 22 +y?)y _2@ —x)%y
(1+$2+y2)2 (1+£2+y2)2

da cui si ha
(1422 — 22 +yH)y +2(1 —2)’y =0
ossia
(B3—2rx+2°+13%)y=0.

Eliminata A, si ha pertanto il sistema

B—2z+22+9y?)y=0 . 3y=0
22 o _ ossia 5 2 o _
ety —2x=0 ¢ +y—2x=0

da cui si hanno le due soluzioni x =y =0 e x =2 e y = 0. Si ritrovano cosi i due punti
A1 e Az. Poiché f(0,0)=0 e f(2,0)=6/5,in A; siha il minimo assoluto e in Ay si
ha il massimo assoluto.

QUARTO MODO. Possiamo usare il metodo grafico delle curve di livello. Infatti, i punti di
estremo vincolato di f vanno cercati tra i punti in cui le curve di livello di f sono tangenti
al vincolo 7. Le curve di livello di f sono le curve ~ di equazione f(x,y) =k, ossia

v+ 2? +y? = k(1 + 2% +97)
ossia

(k—1)(z*+y*)—2+k=0.
Si tratta quindi di circonferenze che hanno il centro sull’asse = . Pertanto -y € tangente
a 7 se e solo se passa per i punti di v sull’asse x, ossia per (0,0) o per (2,0). Si ha

che 7, passa per (0,0) quando k = 0, mentre passa per (2,0) quando k = 6/5. Si
ritrovano cosi i due punti trovati precedentemente.



2. L’insieme 2 & la corona sferica con centro nell’origine e raggi a e b. In coordinate sferiche,
Q & definito dalle condizioni a < p<b, 0 <p <7 e 0< 0 <27. Pertanto, si ha

b T 2T 92 - bd T 2 b
I:/ / / Al dpdtpdﬂz/ i’/ singodcp/ 40 = 4r In 2.
a Jo Jo P a P Jo 0 a

3. Sia dato il campo vettoriale F = (zIn(z? + 3?),yIn(2? + 32)).

(a) Ilcampo F & definito per x2+y? > 0, ossiaper (z,y) # (0,0). Pertanto = R?\{(0,0)}.

(b) Poiché
OF, 2zy OFy 2zy

— = e =—
or  (a% 4 y?)? Ay (2% +y?)?
il campo F & irrotazionale su 2.

(c) Poiché l'insieme 2 non & semplicemente connesso, l'irrotazionalita di F non implica la
conservativita di F. Tuttavia, se mostriamo che il lavoro di F & nullo lungo ogni curva
chiusa, possiamo concludere che F & conservativo. Consideriamo una curva chiusa . Se
~ non contiene l'origine (dove il campo F non & definito), allora puod essere racchiusa in
una regione semplicemente connessa. Su questa regione il campo F & conservativo (essendo
irrotazionale) e quindi il suo lavoro lungo ~ & nullo. Se ~ contiene l'origine, possiamo
utilizzare 'invarianza del lavoro di un campo irrotazionale lungo curve omotope e calcolare
il lavoro di F lungo una particolare curva chiusa omotopa alla curva di partenza. Pertanto,
possiamo scegliere v come una qualunque circonferenza che ha centro nell’origine e raggio
r > 0. Quindi, se v ha equazioni parametriche x =rcosf e y = rsinf, allora il lavoro
di F lungo v e

L = /(F,ds)

2m
= / (Fi(rcosf,rsin@)(—rsinf) + Fo(rcos B, rsinf)rcos ) df
0
2m
= / (rcos@Inr?(—rsinf) + rsin@lnr?(rcosd)) df
0

2

= 27’21117’/ (—cosfsinf + sinf cosb) dd
0

= 0.

Pertanto, il campo F ¢ conservativo su Q.
(d) Scelto il punto X_— = (1,0), un potenziale di F su Q ¢ dato da

U(gc,y):/1 Fy(t,0) dt+/o Fy(x,t) ob::/1 tnt? dt+/0 tin(z? 4 1?) dt,

Consideriamo 'integrale
I= /tln(x2+t2) dt.



Integrando per parti, si ha

t2 9
I = — %)

2 n(@ + / x2+t2
t2 9 2?2 + %)t — 2%t

= = %) dt
2 n(@” + / 2 + 2
t2 9

= — %) dt
g @+ /( 2+t2>

a?
2
t2 2
t2
= — (2 + ) n(2® +t?) - R

Pertanto, si ha

U(r,y) = ﬁ ntz—ﬁ + 1(:r + %) In(2? + %) —
S I 2], |2
2 2 22
- = 2 _ 27 2 yf 72
= 3 Inx 2+2+2(m +9%) In(2z? + 9% — 5 2lnx
1 1
= 3 (2 +y?)(In(2® + %) — 1) + 7

(e) Poiché F & conservativo, si ha

L(P—-Q)=U(Q)-U(P)=U(V3,1) - U(2,2) =2 —8In2.

4. (a) La coordinate dei punti della superficie ¥ soddisfano 'equazione cartesiana z? +y* = 22.

Questa equazione rappresenta il cono circolare retto che ha vertice nell’origine e che ha come
asse 'asse z. Quindi ¥ ¢ la porzione di questo cono contenuta nel semispazio y > 0 e
compresa tra i due piani di equazione z =1 e z = 2, come si vede nella seguente figura

Z

X

(b) La massa totale di ¥ &

M://Eédaz/gé(ﬁ,t) IN(0, )] 46 dt

dove Q = [0,7] x [1,2]. Sulla superficie X, la densita superficiale di massa (essendo ¢
positivo) diventa

5(0,t) = 6(tcosh, tsinb,t) = V2 +t = [t| +t = 2¢.



Inoltre, il vettore normale alla superficie ¥ e

i ik
N = |—tsinf tcosf Of= (tcosb,tsinf,—t)
cos 0 singd 1

e |N| = v2t2 = \/2t. Pertanto, si ha

s 2 s 2 14 2

M:/ / 2tx/§td9dt:2\f2/ dH/ 2= V2
0o J1 0 1 3

Per la simmetria di X, si ha g = 0. Inoltre, si ha
= i// 6 do = i// (0,6)6(0,1) |IN(0,t)|| dO dt
yG - M Zy 0 = M Qy ) 9 )

3 s 2 3 s 2

= 7/ / tsmmt\@tdodt:—/ sinade/ 3 dt

14\/§7T 0o J1 7T Jo 1

3 S T
= 2| _—coshl" || = =2
77r[ o8 }0[4}1 L4

o = %//225 do = %//Qz(@,t)é(e,t)|\N(0,t)|| g dt

3. [T 3 (7 P 371412 45
= t2t\/§td9dt:—/ d9/ t3dt:{} -
14\/%/0 /1 7 Jo 1 714], 28

(a) La curva v & la circonferenza di centro O e raggio 2 che giace sul piano zz. Poiché la
superficie Y & orientata scegliendo i versori che puntano verso l’esterno, il bordo v = 0%
¢ orientato in modo da andare da B ad A a C, come si vede nella seguente figura

A
B

C

(b) PrRIMO MODO. Possiamo calcolare il lavoro di F lungo + in modo diretto. Per quanto



detto nel punto precedente, la curva ~ ammette la seguente parametrizzazione

= 2cosl
y=0 6 €[0,27].
z=2sin6

Tuttavia, 'orientazione di v indotta da questa parametrizzazione € opposta all’orientazione

di v coerente con l'orientazione di Y. Pertanto, si ha

L = —/(F,ds>:—/Flda:+F2dy+F3dz
g gl
2m
= —/ (2cosf(—2sinf) + 2 cos 2 cosh) df
0

2m
= 4/ (sin § cos 6 — cos®6) df
0

1 0 1 . 2
= 4[—400529—2—2 smﬁcosﬁ}0

= —Ar.

SECONDO MODO. Possiamo calcolare il lavoro di F lungo 7 mediante il teorema di Stokes.
In questo caso, rappresentando la superficie > mediante le usuali equazioni parametriche,

con 0<p<me0<O<m,siha

L://E<rotF,n> ds://ﬂ<rotF,N> de dd

dove Q =[0,7] x [0, 7]. Poiché
i j K
rotF=| 0, Oy d, |=(-2,-1,1)
r+y 204+2 z—y
e N =2sinp(z,y,2)s, si ha (rot F,N) = 2sinp(—2x —y + 2z)x . Quindi, si ha

L = //2sin<p(—4sin<pcost9—2sin<psin0+2coscp)d<pd0
o Jo

= 4 {/ (—2sin® g cos  — sin” psin 6 + sinpcos ) df | dep
0

s

[— 2sin2gosin0+Sin2g00059+951ncpcos<,o]g dop

™

Il
=

I
N
o— — —

(—2 sin? ¢ + g sin 2(,0) dop

= 4

—p+sinpcosp — —

T cos2p ™
2 2

0

>~

3

TERZO MODO. Possiamo calcolare il lavoro di F lungo ~ mediante il teorema di Stokes,
ma relativamente alla superficie ¥’ data dal disco che ha ~ come bordo. Poiché ¥’
giace sul piano zz, questa volta si ha N = (0,1,0). Con questa scelta, la curva v = 9%’
¢ orientata come richiesto. Poiché X’ pud essere parametrizzata mediante le equazioni

x=pcost, y=0, z=psinf,con 0<p<2 e 0<0<27,siha

2 2m
Lz//(rotF,n> ds:// (rot F,N) d<pd9:—/ / dpdf = —4r.
) ' o Jo



