ANALIST MATEMATICA 11
POLITECNICO DI MILANO — INGEGNERIA INDUSTRIALE

Autovalutazione #6

1. Siano F:R3 - R2 ¢ G:R%2 - R3 le funzioni definite da

F(z,y,z) = ("TY + eV % " —e¥ 4 &%)

G(z,y) = (2® + y*, 2% —zy, 2y — y°).

Calcolare la matrice jacobiana della funzione composta GoF : R? — R? nel punto x¢ =
(0,0,0).

2. Calcolare 'integrale

I= // 2z — y)(xz — 2y) e@=2v)* 4z dy
Q

dove Q @ il parallelogrammo di vertici O = (0,0), A=(2,1), B=(1,2) e C = (3,3).

3. Sia dato il campo vettoriale F = (

€z Y
VI—a2 =2 JT—a2—y2 )

a) Determinare il campo di esistenza 2 di F.

(

(b
(c
(d

Mostrare che F & conservativo su 2.

Calcolare un potenziale di F su .

Calcolare il lavoro di F per andare dal punto P = (0,0) al punto Q = (%2, %),

—_ =

4. Sia ¥ il cilindro circolare retto che ha per asse I’asse delle z , che ha raggio r e che & compreso
tra i due piani di equazione z =0 e z = h. Calcolare 'integrale di superficie

2 2
I://de
5 22+ y? + 22

5. Calcolare il flusso del campo vettoriale F = (2% + ze*,y® + ye?, 2% + e*) attraverso la sfera S
di centro O = (0,0,0) e raggio .



Soluzioni
1. La matrice jacobiana di G o F' nel punto x¢ ¢
JGOF(XO) = Jg(F(Xo))JF(X()) .

Nel nostro caso, si ha

— ox 1] 0.
JF(x’y) - |f9F2 oFy 8FZQ ez 7ey eZ

9F, Ok Ok B [exﬂ/ eTTY 4 V=2 U2
ox Jy 0z

of ok ’ v
Ja(z,y) = |52 S| = [22—y —x
OF3 8#3 Y T — 2y

ox Oy
Quindi, essendo xg = (0,0,0) e F(x¢) = F(0,0,0) = (2,1), si ha

427y 5 6 6 —2
Jaor(0,0) = Jg(2,1)Jp(0,0) = |3 —1 {1 _1 1}: 1 8 —5
1 0 1 2 -1

2. Consideriamo la trasformazione lineare che si ottiene ponendo

u=2xr—y
v=x—2y.

Essa e invertibile e si trova facilmente che la trasformazione inversa T ha equazioni

x = % U — % v
y= % U — % v.
la matrice jacobiana di questa trasformazione &
2 _1
3 3
e detJ = f% . Pertanto 'integrale di partenza diventa

1
I:// uve”z\detJ\dudU:§// we?” dudo
’ Q/

dove ' =T71Q). Si vede facilmente che

(z,y) €ER? : —20 < —y < —22+3, fx73§72y§fx}
(z,y) eR? : 0<22 -y <3, -3<z—-2y<0}.

<y< -+

N w

N8
N8

Q = {(x,y)ERQ t2x—-3<y<2x,
{
{

Pertanto, si ha

e quindi



3. (a) Il campo F & definito per 1 — 22 —y? > 0, ossia per 22 +y? < 1. Quindi Q @& il disco
aperto che ha centro in O = (0,0) e che ha raggio 1.
(b) Poiché
@ oF,; xy

dr Oy 1—a22—y2’

il campo F ¢ irrotazionale su €. Poiché € ¢ semplicemente, si ha che F & conservativo
su €.

(c) Si vede facilmente che un potenziale di F su & dato da

1
—= /1= a2 — 2.

U(:Cay) = 9

(d) Tl lavoro richiesto &

L(PaQ):U(Q)—U(P)zU(?,?)—U(0,0):—; 1_%_2%+%:%.

4. La superficie ¥ ha equazioni parametriche

T = rcosb

— rsing 96[0,27r]
Yy = rsin € [0, h]
z=t

e ha vettore normale N = (rcosf,sinf,0), con ||N| =r. Pertanto, si ha

27 2 2 h 2
t t 12t
I = / / + d0dt—27rr/ Lhad dt—27rr/ .- dt
0 r? + 12 o \r24t2 2 r244¢2

0
1, " h h2
= 27r rartngrf In(r®+t)| =mr(2rartg—+In{1+—]|.
ro 2 0 T r

5. Utilizzando il teorema della divergenza, si ha

@:/// didezdydz:3///(a:2+y2+22+ez)dxdydz
Q Q

dove €1 e la regione delimitata dalla sfera S. Passando alle coordinate sferiche, si ha
T ™ 2w
d = 3/ / / (p? + P59 p? sinp dp dep df
o Jo Jo
s s
= 67T/ [/ (p*sin g + p? singoe”cos“’)dap} dp
o LJo
= 677/ [—p4cos<p—pepcos‘p} dp
0 0
= 67?/ (20" —pe ™’ +pe’)dp
0
= 1277/ (p* 4 p sinh p) dp
0

= 12x + 7 coshr — sinhr) .

5
5



