PoLiTECNICO DI MILANO
INGEGNERIA INDUSTRIALE E DELL’'INFORMAZIONE

ANALISI MATEMATICA 11 Secondo compito in itinere — 10 Luglio 2015
Cognome: Matricola:
Nome:

Es.1: 14 punti Es.2: 12 punti Es.3: 7 punti Totale

1. Si consideri la funzione f:R2? — R definita da

fay) = (@ = y?) e
(a) Determinare i punti critici di f .
(b) Determinare i punti di massimo o di minimo di f.

(c) Mostrare che la curva ~ : z° + ay* — 42® + 22y — 22 + 2 = 0 ¢é regolare nel punto
R] = (1, ].) .

(d) Stabilire se f possiede un punto critico vincolato alla curva v in FPp.

2. (a) Disegnare 'insieme
2 2 Lo 1
Q=¢(r,y) eR* : -1<x<1, z §y<§x + =5,

) Stabilire se 2 & un insieme y-semplice.
(c) Stabilire se Q ¢ un insieme z-semplice.
(d) Determinare il baricentro di §2.

)

Calcolare il lavoro del campo vettoriale F = (322 + xy — 3y, 2 + 5y% + 2y — 22) lungo il
bordo di 2 orientato positivamente.

3. Calcolare il flusso del campo vettoriale F = (23224322, (22 +y?)23) attraverso la superficie 2
data dal bordo della regione

Q={(z,y,2) €R® : 22 +¢*<1,0<z<2?+9°, 2,y >0},

dove 3 e orientata positivamente.

Istruzioni. Ogni risposta deve essere giustificata. 1l testo del compito deve essere consegnato
insieme alla bella, mentre i fogli di brutta non devono essere consegnati. Durante la prova non é
consentito l'uso di libri, quaderni, calcolatrici e apparecchiature elettroniche.

Tempo. 1 ora e 45 minuti.




Soluzioni

(a) Siha
of 2 2\ —z—y®
%:233(1—3@ +y)e Y =0 . c(1—22 442 =0
of 2 o\ g2 ossia (1+22-9y?) =0
8—:—2y(1+x —y)e 7Y =0 Yy yr=9
Y

Dalla prima equazione si ha = = 0 oppure 22 = 1+y?. Se z = 0, allora la seconda
equazione diventa y (1 —y?) =0, da cuisi ha y=0,41. Se invece 22 =1+ y?, allora la
seconda equazione diventa 2y =0, da cui si ha y =0 e quindi x = £1. In conclusione, i
punti critici di f sono ipunti O = (0,0), P12 = (0,£1), P34 = (£1,0).
OSSERVAZIONE. I punti critici di f possono anche essere determinati graficamente.
Infatti, il sistema

pud essere interpretato come l'intersezione della curva v; : (1 — 2% +y?) =0 con la
curva 2 : y(1+ a2 —y?) = 0. La curva 7; si spezza nella retta data dall’asse
di equazione x = 0, e nell'iperbole equilatera di equazione z? —y? = 1. La curva 7,
si spezza nella retta data dall’asse x, di equazione y = 0, e nell’iperbole equilatera di
equazione y? — 22 = 1. Come si vede nella figura seguente

YA

8y

le due curve 71 e 2 si intersecano esattamente nei punti O = (0,0), P2 = (0,+£1),
P3,4 = (il, 0) .

(b) Siha
0% f 2 2 4 2,2\ —z—y®
9z =2(1 = 5z° +y~ + 22" — 227y") e
0 f 22
_ 4 2,2 —x°—y
Jroy =~ et -y e
82
E)T/J; =2(-1— 2% + 5y + 227y — 2*) o7 Y



2.

(a)

Pertanto, la matrice Hessiana di [ &

1— 522 + 9% + 22* — 222y 2zy(2? — y?)

H(x,y) = 20~ V" 2 .2 2 2 3,2 4
2xy(x® —y?) -1 — 2%+ d5y* + 2z°y° — 2y

Per il punto O = (0,0), si ha
2 0
moo = )

Poiché H(0,0) possiede un autovalore positivo e un autovalore negativo, la forma quadrat-
ica associata e semidefinita e quindi O & un punto di sella.
Per i punti P; 2 = (0,£1), si ha
et 0
H(0,£1) = [ 0 4e1}

Poiché H(0,=£1) possiede due autovalori positivi, la forma quadratica associata & definita
positiva e quindi P;» sono punti di minimo. In particolare, si ha f(0,+1) = —e™!.
Per i punti P34 = (£1,0), si ha

—4e ! 0

H(£1,0) = [ 0 _461}.

Poiché H(+1,0) possiede due autovalori negativi, la forma quadratica associata ¢ definita
negativa e quindi P34 sono punti di massimo. In particolare, si ha f(+1,0) =et.
Sia g(z,y) = 2® + 2y* — 42 + 22y — 22 + 2. Essendo un polinomio, g & di classe C! su
tutto R?. Inoltre, si ha ¢(1,1) =0, ossia Py € v, e

0
—g=51:4—|—y4—12$2—|—2y—2
ox

0

—g:4my3+2x

dy

da cui Vg(1,1) = (—6,6) # 0. Pertanto, la curva 7 é regolare nel punto Py = (1,1).

La funzione f possiede un punto critico vincolato alla curva v in Py se Vf(1,1) e
Vg(1,1) sono paralleli, ossia se esiste uno scalare A tale che Vf(1,1) = Vg(1,1). Poiché
VF(1,1) = (2672, —2e72) =2e72(1,-1) e Vg(1,1) = (—6,6) = —6(1,—1), basta scegliere
A in modo che 2e™2 = —6), ossia A = —3%. Quindi, f possiede un punto critico
vincolato a v in Fy.

L’insieme € e
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(b) Per come & definito, si vede subito che 2 & un insieme y-semplice.

(c) Poiché tagliando Q con una retta orizzontale di equazione y =k, con 1/2 <k <1, non
si ottiene un singolo segmento, ! non e un insieme z-semplice.

(d) Tarea di Q &
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Poiché ) & simmetrico rispetto all’asse y, si ha xp = 0. Inoltre, si ha

1 3 rl 1x?41 3 rl y2 3% +3
= — [ ydzdy =2 dzdy == L d
o A(Q)//gy” 2/_1/12 yere 2/_1[2L2 !
3 (/22 1V, 3 /1 22 3
= = T doe == S 24 d
4/_1<(2+2) e 4/_1<4+2 436) v

B 3{3: 3 5}1 2
-1

4

-+ ==z

6 20

Pertanto, il baricentro di © ¢ B = (0, 2).

|
Y

(e) Sia ; la porzione di € che giace nel primo quadrante e sia s la porzione di 2 che
giace nel secondo quadrante, come nella figura seguente:
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Entrambe queste regioni sono semplici (ossia sono y-semplici e z-semplici) e Q = Q; UQy
con ©Q e §y che si intersecano solo lungo il bordo. Pertanto, essendo F di classe C' su
tutto R?, si puo utilizzare il teorema di Gauss-Green:

- OF, OF,

= //(2x—|—y—2—z+3)dzdy
Q

= //Q(x+y+1)dxdy
= //Q:cdxder//dezdynL//dedy

= AQ)zp+AQ)ys + AQ)
14
e

3. L’insieme Q & semplice e il campo F ¢ di classe C' su tutto R?. Quindi, per il teorema della
divergenza, si ha

Oy (F) :// divF dzdydz
Q
dove
divF = 32222 + 39222 + 3(2? + 9?)2% = 3(z? + y?)2? + 3(2® + y?)2? = 6(2? + y*) 22,

Pertanto, passando alle coordinate cilindriche, si ha

1 pw/2 pp?
/// 6(x? +y*)2? dedydz = / / / 6p°t% pdpdd dt
Q o Jo 0
1 P2 1 3 P2
66/ o’ / t2dt| dp = 37T/ 0’ [] dp
2 Jo 0 0 310

1 6 1 1071
P 9 P ™
7r/0p3 p W/Op p 77[10]0 10

¢ (F)




