PoLiTECNICO DI MILANO
INGEGNERIA INDUSTRIALE E DELL’'INFORMAZIONE

ANALISI MATEMATICA 11 Primo appello — 23 Luglio 2015
Cognome: Matricola:
Nome:

Es.1: 6 punti Es.2: 6 punti Es.3: 4 punti Es.4: 10 punti Es.5: 7 punti Totale

1. (a) Determinare I'integrale generale dell’equazione differenziale

/ y(l’) _ xtartgx
(z) — 2= 8T,

(b) Determinare la soluzione 7 del problema di Cauchy

y/({L') _ y(.’E) :ew+artgw

(c) Calcolare il limite
L= lim y(z).
2. Calcolare la lunghezza della curva
x = t%cos2t
v:iQy=t%sin2t te|0,1].

z=1

3. Sia f:R? — R la funzione definita da f(z,y) = 2% — 8.

(a) Mostrare che O = (0,0) ¢ un punto critico di f.

(b) Determinare la natura del punto O rispetto a f.
4. Si consideri il campo vettoriale F = ((1+ 222)ye™ ™" (14 2y2) ze® T¥7).

(a) Mostrare che F ¢ irrotazionale.

(b) Mostrare che F & conservativo.

(¢) Determinare un potenziale U di F.

(d) Calcolare il lavoro di F dal punto P = (2,1) al punto @ = (—1,-2).
5. Calcolare la massa della regione

Q={(z,y,2) €R® : 1<a® +3* <4, y>z],0<2< 1}

munita della densitd di massa 6(z,y,2) = 22 +y? + 2.

Istruzioni. Ogni risposta deve essere giustificata. 1l testo del compito deve essere consegnato
insieme alla bella, mentre i fogli di brutta non devono essere consegnati. Durante la prova non é
consentito l'uso di libri, quaderni, calcolatrici e apparecchiature elettroniche.

Tempo. 2 ore.




Soluzioni

1. (a) Si tratta di un’equazione differenziale lineare del primo ordine. Pertanto, il suo integrale
generale ¢

y(aj) = ef ﬁ |:/ eff 1_‘;;2€z+artgzdx+c:|

— eartgm |:/ e artgacea:—i-artga:dx +C:|

— eartg:p |:/eac dx—l—c}

— eartgw(ez+c)

dove c¢ ¢ un’arbitraria costante reale di integrazione.

(b) Imponendo la condizione y(0) = —1 si ha —1 =1+ ¢, ossia ¢ = —2. Pertanto, la
soluzione cercata e
@(CC) — eartg;c(ex _ 2).

(¢) Usando il risultato ottenuto nel punto precedente, si ha

L= lim y(z)= lim e™&%(e” —2) = —2¢ /2.
2. Si ha
x =t?cos2t 2’ = 2t cos 2t — 2t?sin 2t
y = t%sin 2t e y' = 2tsin 2t + 2t cos 2t
z=1 Z=1.

Pertanto, ||f'(t)|| = V2t2+4t* +1 =1+2t2 # 0 per ogni t € [0,1]. Quindi, la curva v &
regolare e la sua lunghezza e

B B te B ! 2 _{ t?)r_‘B
p=fas= [Cwrwna= [acoma=ler ] =3

3. (a) Essendo un polinomio, la funzione f ¢ di classe C* su tutto R%. Poiché Vf(z,y) =
(827, —8y"), si ha Vf(0,0) = (0,0), ossia O = (0,0) & un punto critico di f.

(b) Per determinare la natura del punto O conviene studiare il segno di f, visto che f(0,0) =
0. Poiché

flay) =2 -y =@ —y") @' +y*) =
= (@ =)@ + )@ +yh) = (@ —y) (@ +y) (@ + ) (e +yY),

si vede subito che la funzione f cambia di segno in ogni intorno di O. Di conseguenza,
essendo f derivabile su tutto R?, O & un punto di sella.

4. (a) Poiché

OF:
87:102 = (1+2y?) e Y 4 22%(1 + 2y°%) TV = (1+222)(1 + 2y?) ety
oF
871 = (14 22%) e Y 4 2y2(1 + 22%) Y = (14 222)(1 + 2y?) e Y
Y
si ha % = 83—121 , ossia F € un campo irrotazionale.



(b) Il campo F ¢ definito su tutto R?, ossia & definito su un insieme semplicemente connesso.
Di conseguenza, essendo irrotazionale, il campo F ¢ conservativo.

(c) Fissato il punto iniziale Xy = (0,0), un potenziale di F &
x y
U(z,y) = / Fy(t,0) dt +/ Fy(z,t) dt
0 0

z Y 2 2
= /Odt+/(1+2t2)me“+t dt
0 0

y
= xexz/ (1—|—2t2)et2 dt.
0

Si tratta di calcolare l'integrale

Y 2 Y 2 Y 2
I:/ (1+2t%) et dt:/ e dt+/ t-2te’” dt.
0 0 0

Integrando per parti, si ha

Y Yy
I:/ e’ dt—i—[tetQ]g—/ et’ dt:yeyz.
0 0

$2+y2

Pertanto, si ha
2 2
U(z,y) =xe” ye¥ =aye
(d) Essendo F un campo conservativo, il suo lavoro da P = (2,1) a Q =(—1,-2) &

L(P—Q)=U(Q)—U(P)=U(-1,-2) = U(2,1) = 2¢" — 2¢° = 0.

5. La regione () é il seguente pezzo di anello cilindrico

“A

/

T \ Yy

\

Pertanto, passando alle coordinate cilindriche, € & determinata dalle condizioni 1 < p? < 4,
ggegﬁw e 0<z<1,0ssia 1<p<2, %gﬁg%w e 0 <z <1. Inoltre, la densita di
massa diventa § = p? + t. Pertanto, la massa di Q &

3
// 6dxdydz—/ / / (p* +t) pdpdhdt
3. 2 271
/4 de/ [/ (p3+pt)dt}dp=f/ {p?’t—l-pt—] dp
= 1 LJo 2 2],

M

I
(ST N
—
N
)
w
+
N
N—
o
)
I



