PoLITECNICO DI MILANO
INGEGNERIA INDUSTRIALE E DELL’'INFORMAZIONE

ANALISI MATEMATICA 11 Primo Appello — 13 Febbraio 2019
Cognome: Matricola:
Nome:

Es.1: 8 punti Es.2: 8 punti Es.3: 8 punti Es.4: 9 punti Totale

1. Si consideri la funzione f definita da

f(z,y) = zye >V,

(a) Determinare i punti critici di f.

(b) determinare la natura dei punti critici trovati.

2. Calcolare il flusso del campo F = (2zyz + y? — z, 7 + 5y — 2y%2, vy® + yz2 — 2) attraverso la
superficie ¥ = 9Q (orientata positivamente), dove

1
Q:{(w,y,z)eR?’ C a4 22<1,2>0,y>0,0<2< }

>

3. (a) Mostrare che il problema di Cauchy

y/ — eny
y(0) =1.

ammette un’unica soluzione (locale) e determinare tale soluzione.
(b) Determinare I'intervallo massimale su cui & definita la soluzione trovata.

(¢) Scrivere la formula di MacLaurin del terzo ordine della soluzione trovata.

4. Calcolare gli integrali complessi

I= /(z3 + 522) @375 4% gin (23 4 322 4+ 7) dz
8!

e7TZ
J=| ————=4d
[YZ2(2,’2 —2242) :

dove v:|z+1—i| =6 ¢ orientata positivamente.

Istruzioni. Ogni risposta deve essere giustificata. Il testo del compito deve essere consegnato
insieme alla bella, mentre i fogli di brutta non devono essere consegnati. Durante la prova non é
consentito l’'uso di libri, quaderni, calcolatrici e apparecchiature elettroniche.

Tempo. 2 ore.




1. (a)

(Qar710NT |
SOLUZIONI

La funzione f e di classe C® su tutto R?. Quindi, i punti critici di f sono le soluzioni
del sistema

»=0 ossia (y = 2zy) eV =0 ossi (1-22)y =0
Cop ssia
fy=0 (x—zy)e ¥=0 z(l—y)=0.

Le soluzioni sono = =1/2, y=1e y=0, z =0. Quindi, i punti critici di f sono
0=(0,0) e A=(1/2,1).

Per determinare la natura dei punti critici di f, possiamo studiare la matrice hessiana H
di f. Poiché
foe = (—4y + day) e 2eY
Joy = (1 —22)(1 —y)e 227
fyy = (=27 + 2y) e 2y )
si ha
[ (Fdy+day)e> v (1-2x)(1—y)e 27V

Tl =-22)1—y)e @Y (2z+ay)e Y

H(x,y) = [
9=t f
Per O, la matrice hessiana
0 1
H(0,0) = [1 O}

¢ indefinita, poiché ha determinate negativo. Quindi, O ¢ un punto di sella per f.
Per A, la matrice hessiana

H(1/2,1) = {_252 (—1/3) e‘2}

¢ definita negativa, avendo due autovalori negativi. Quindi, A ¢ un punto di massimo per

f.

2. Il campo F ¢ di classe C® su tutto R®. Quindi, poiché la regione (2

X

¢ un insieme zyz-semplice, possiamo utilizzare il teorema della divergenza. Poiché

si ha

divF =2yz —1+5—-4yz+2yz—1=3,

<I>7(F):///ﬂdidewdydz:3///dedydz.



3.

L’integrale triplo a secondo membro puo essere calcolato in pitt modi.
PrRIMO MODO. Poiché

Q={(z,y,2) €R® : 2€[0,1/V2], (x,y) € Q2)}

dove
Qz) = {(z,y) € R : 2 +y” < V1-22},

possiamo integrare per strati. Quindi, si ha

1
3 2)1v: 3 1 1 5m
=3 —(1-2%)dz w[z] w() )
o AT 3y 47\V2 6v2)  8v2
SECONDO MODO. Passando alle coordinate sferiche, 'insieme () & determinato dalle condizioni
0<p< \/51 e Ogegg quando 0 < ¢ < 7, e dalle condizioni 0 <p <1 e 0§0§%
cos ¢

quando 7 < ¢ < 5. Quindi, si ha
/ / pZsing dpdpdd

[ Vres [T
:3/ / / P s1n<pdg0dpd9+3/
0
\/Ecosap
—/ smcp[/ pdp d<p+f/pdp/ sin p dg
T

3l sm pj ﬂwwd +37T [—cos }
2 o 7B, T2 s, 4

ISE

ISP

+

o /4 sing L T _ T [ 1 } 4 T
2 Jo 2V2 cos?p 7 2v2 42 |2c082¢ ), 22
T T T

VAR AR YA

OSSERVAZIONE. In modo analogo, si puo integrare anche per fili.

(a) L’equazione data & un’equazione differenziale a variabili separabili del tipo vy’ = a(z)b(y),
dove a(x) =e® e b(y) = y*>. Poiché a & continua in un intorno di zo =0 e b &di
classe C! in un intorno di yy = 1, il problema di Cauchy dato ammette una ed una sola
soluzione (locale). La soluzione singolare y(x) = 0 non soddisfa la condizione iniziale del
problema. Separando le variabili, e integrando si ha

dy /
— = [ e dx
/ y?

e quindi
1 T
——— =€ +c.
y(x)
Imponendo la condizione iniziale, si ricava ¢ = —2. Pertanto, la soluzione cercata e
1
x) = .
y(@) = 5—

(b) La soluzione trovata ¢ definita per 2 —e® # 0, ossia per = # In2. Poiché zg =< In2,
lintervallo massimale su cui & definita la soluzione y(x) & (—o0,Iln2).

(¢) Usando lequazione differenziale di partenza, si ha
y'(z) = e"y(2)?
y"(z) = ey(z)? + 2"y (z)y
y"(x) = e"y(x)® + 47y (2)y (x) + 2"y (2)? + 2y (a)y" () -

/$>



Usando ora la condizione iniziale, si ha

y(0) =1

y'(0) =y(0)> =1

y"(0) = y(0)> + 2y(0)y'(0) =3
y

”(0) = y(0)% + 4y(0)y'(0) + 2y'(0)> + 2y(0)y" (0)

=13.
Pertanto, la formula di MacLaurin richiesta ¢

.132 J,‘g
y(@) = y(0) +y'(0)z +y"(0) 5 +y"(0) % + o(z”)

6 z— 0

ossia

3 13
y(x):1+x+§x2+€a:3+o(x3) x—0.
4. La funzione

f(2) = (23 +522) 3747 gin(23 + 322+ 7)

¢ olomorfa in tutto C. Quindi, per il teorema integrale di Cauchy, si ha I =0.
Invece, la funzione

=
g 22(22 — 224 2)

¢ olomorfa in tutto C, tranne che nei punti zp =0 e 22 = 1=x1i dove il denominatore si
annulla.

La curva ~ ¢ la circonferenza di centro w = —1 +1 e raggio /6. Le distanze tra il centro di
~ e 1 punti singolari di f sono

d(w,z) =1 —i =v2 < V6
dw,z1) =1+i+1—-i=2<V6

dw,z0) =1 —i+1—i=2v2>6.

Poiché le singolarita di f che si trovano all’interno di v sono solo zy e zp, per il teorema dei
residui, si ha

J = 2mi(Res(f, z0) + Res(f,21)) .

Poiché zy =0 ¢ un polo del secondo ordine e z; = 1+1 ¢ un polo semplice, si ha

. d . d e™
Res(f,20) = Zlgglo &(ZQJC(Z)) = ;lﬂ% Az 222242
TZ( 52 _ _ TZ
lim ™€ (22 —2242)— (22 —2)e

o+
Z=0 (22 — 22+ 2)? 2
) ) ™z ™21
Res(f,21) = zhanzll(z —a)fz) = Jm 22(z— ) 2i(z1 — 22)
e7r(1+i) eTemi e™

1 +1)2(21)  (20)(21) 4°

T+1 €™
J = 27 —
7r1< 9 —|—4>

Pertanto, si ha

24+2r+e™)T ,
e i |
2



