PoLITECNICO DI MILANO
INGEGNERIA INDUSTRIALE E DELL’'INFORMAZIONE

ANALISI MATEMATICA 11 Quinto Appello — 13 Febbraio 2019
Cognome: Matricola:
Nome:

Es.1: 8 punti Es.2: 8 punti Es.3: 8 punti Es.4: 8 punti Totale

1. Si consideri la funzione f definita da

f(z,y) = zye >V,

(a) Determinare i punti critici di f.

(b) determinare la natura dei punti critici trovati.

2. (a) Mostrare che il problema di Cauchy

y/ — ezyQ
y(0) =1.

ammette un’unica soluzione (locale) e determinare tale soluzione.
(b) Determinare I'intervallo massimale su cui & definita la soluzione trovata.

(¢) Scrivere la formula di MacLaurin del terzo ordine della soluzione trovata.
3. Determinare i valori del parametro reale k£ in modo che il campo
F = (42® + 3y* + 2yz, 6y + 2kxz, 22y — 1)

sia conservativo. Per questi valori di k&, determinare un potenziale di F. Infine, calcolare il
lavoro compiuto da F lungo una la curva

r=1+(1-3t+2t%)e
yigy=2-(1-1t%)e! tel0,1].
z2=1+1t(1—t)e

4. Calcolare il flusso del campo F = (2zyz + 3% — x, 2 + by — 2y%2, 2y + yz? — 2) attraverso la
superficie ¥ = 9 (orientata positivamente), dove

Q:{(x,y,z)€R3 c a2t <1, 2>0,y>0,0<z2<

Sl
\)
——

Istruzioni. Ogni risposta deve essere giustificata. Il testo del compito deve essere consegnato
insieme alla bella, mentre i fogli di brutta non devono essere consegnati. Durante la prova non é
consentito l’'uso di libri, quaderni, calcolatrici e apparecchiature elettroniche.

Tempo. 2 ore.




1.

(a)

(Qar710NT |
SOLUZIONI

La funzione f & diclasse C>® su tutto R?. Quindi, i punti critici di f sono le soluzioni
del sistema

fe=0 ) (y —2zy)e 2*7Y =0 ) (1-2x)y=0
ossia Com ossia
fy=0 (x—zy)e ¥ =0 z(l—y)=0.

Le soluzioni sono = =1/2, y=1e y =0, z =0. Quindi, i punti critici di f sono
0=(0,0) e A=(1/2,1).

Per determinare la natura dei punti critici di f, possiamo studiare la matrice hessiana H
di f. Poiché

fre = (—4y + 4xy) o

foy =1 —22)(1 —y)e27¥

fyy = (—=2v +2y) e~y )
si ha

[ fee fay] ] (Fy+day)e™Y (1 —2z)(1 —y)e Y
H($7y) B |:fyx fyz:| B |:(1 — 258)(1 — y) e 2r—y (*256 + xy) e 2z—y

Per O, la matrice hessiana
0 1
noo -0 ]

¢ indefinita, poiché ha determinate negativo. Quindi, O & un punto di sella per f.
Per A, la matrice hessiana

H(1/2,1) = {_266_2 (—l/g) 62}

¢ definita negativa, avendo due autovalori negativi. Quindi, A € un punto di massimo per

f-

L’equazione data ¢ un’equazione differenziale a variabili separabili del tipo 3" = a(x)b(y),
dove a(x) =e® e b(y) = y*>. Poiché a & continua in un intorno di zo =0 e b ¢ di
classe C! in un intorno di g = 1, il problema di Cauchy dato ammette una ed una sola
soluzione (locale). La soluzione singolare y(z) =0 non soddisfa la condizione iniziale del
problema. Separando le variabili, e integrando si ha

dy m
/E:/e“

e quindi
1 xr
——— =€ +c.
y(z)
Imponendo la condizione iniziale, si ricava ¢ = —2. Pertanto, la soluzione cercata ¢
1
x) = .
y(@) = 5—

La soluzione trovata e definita per 2 —e® # 0, ossia per z # In2. Poiché zy =< 1In2,
I'intervallo massimale su cui & definita la soluzione y(z) & (—oc,In2).



(c) Usando l'equazione differenziale di partenza, si ha
y' (@) = e"y(2)?
y"(z) = e"y(x)? + 2"y (2)y (x)
y" (x) = e"y(x)? + 4e7y(2)y' (z) + 27y (x)? + 2e7y(2)y" (z) -

Usando ora la condizione iniziale, si ha

y
y"(0) = »(0)* + 2y(0)y'(0) =3
y"(0) = y(0)* + 4y(0)y' (0) + 2y’ (0)* + 2y(0)y" (0) = 13.

Pertanto, la formula di MacLaurin richiesta e

./L'Q .’153
y(@) = y(0) + 4 (0)z +y"(0) 5 +y"(0) 5 +o(z) =0

ossia 3 13
y(m):1+x+§x2+€x3—|—o(x3) x—0.
3. Il campo F & di classe C*® su tutto R3. Poiché
i j k
rotF = Oy Oy 0. =2(1 - k)(z,0,—2),
43 + 3y? + 2yz  6ay + 2kxz 2xy — 1

il campo F ¢ irrotazionale solo per k = 1. Pertanto, essendo R?® semplicemente connesso, il
campo F & conservativo se e solo se k= 1. In questo caso, un potenziale di F ¢ dato da

T Yy z
Ulz,y, 2) = / Fi(t,0,0)dt + / Fale,1,0)dt + / Fy(a,y, ) dt
0 0 0

x Y z
:/ 4t3dt+/ Gxtdt—i—/ (2zy — 1) dt
0 0 0

=22 + 3xy® + 2zyz — 2.

Infine, per la conservativita, il lavoro di F lungo « dipende solo dal punto iniziale A = (2,1,1),
che si ottiene per ¢ =0, e dal punto finale B = (1,2,1), che si ottiene per ¢ = 1. Infatti, si ha

L (F) = U(B) —U(A) = U(1,2,1) = U(2,1,1) = —9.

OSSERVAZIONE. Per calcolare il potenziale U si puo procedere anche nel modo seguente. Poiché

F = VU, si deve avere

oU
— = =42 +3y°.
ox

Integrando rispetto a =z, si ha
U(z,y,2) = 2" +32y® + 9 (y, 2).

Inoltre, si deve avere

oUu
— = Fy = 6xy + 222
dy
ossia 9
6xy + 9% = 6zy + 2z2
dy
ossia
oY
— = 2xz
dy



Integrando rispetto a y, si ha
(Y, 2) = 2zyz + ¢(2)

e quindi
U(x,y,2) = zt 4 3xy? + 2zyz + o(2) .

Infine, si deve avere

ou

— =F3=2zy—1

D2 3 Ty
ossia

2ay + ¢'(2) = 22y — 1
ossia
¢'(z) = -1

da cui si ha ¢(2) = —z+ ¢, con ¢ € R. In conclusione, il potenziale di F &

U(z,y,2) =a* + 3zy* + 22y2 — 2 + c.
. Il campo F & di classe C* su tutto R?®. Quindi, poiché la regione (2

“A
1
7z

T

¢ un insieme zyz-semplice, possiamo utilizzare il teorema della divergenza. Poiché

divF =2yz — 145 —4yz+2yz — 1 =3,

o, (F) = //QdivF dxdydz=3//ﬂdxdydz.

L’integrale triplo a secondo membro puo essere calcolato in pitt modi.

si ha

PRIMO MODO. Poiché
Q={(z,y,2) €R® : 2€(0,1/V2], (x,y) € 2)}

dove
Q(2) = {(x,y) €R? : 2® +¢% < V1 - 22},

possiamo integrare per strati. Quindi, si ha

o (F) 3/0\}5 l//ﬂ(z) dxdy] sz/O\}E A(Q(2)) dz

L N R

V2
0

PP



SECONDO MODO. Passando alle coordinate sferiche, 'insieme 2 & determinato dalle condizioni

1 s s S : s
0<p< 75 con e O§9§§ quando 0 < ¢ < 7, e dalle condizioni 0 <p <1 e O§9§§
quando 7 < ¢ < 5. Quindi, si ha

I (e [3 s o3
F):3/ / / pQSingodgodpdﬂJr?)/ // p*sin g dpdpdh
0 x
3m Vreors
=5 s1ngp [/ pdp| dp+ — / p dp/ sin pdg
0 0
2cos<pd 37-[-
7/ sin ¢ <p+7 ? 0[—COS§D}

_7/4 sin ¢ dy T [ 1 }4 T
T2 Jo 22 cosp T T e [2co o 2V2
T T 57

T3 2 8

B!

+

OSSERVAZIONE. In modo analogo, si puo integrare anche per fili.



