PoLITECNICO DI MILANO
INGEGNERIA INDUSTRIALE E DELL’'INFORMAZIONE

ANALISI MATEMATICA 11 Terzo Appello — 17 Luglio 2019
Cognome: Matricola:
Nome:

Es.1: 9 punti Es.2: 6 punti Es.3: 8 punti Es.4: 6 punti Es.5: 4 punti Totale

1. Sia f:R? = R la funzione definita da

xyly|
flz,y) = ¢ 2%+ 92
0 per (z,y) = (0,0).

(a) Stabilire se f & continua in (0,0).

(b) Stabilire se f & derivabile in (0,0).

(c) Stabilire se f possiede derivate direzionali in (0,0).
(d) Stabilire se f ¢ differenziabile in (0,0).

2. Si consideri la funzione F :R? — R definita da
F(z,y) =22"* + 2%y —y* —o — 1.

(a) Stabilire se 'equazione F'(z,y) =0 definisce implicitamente un’unica funzione y = g(x),
di classe C!, in un opportuno intorno del punto P = (1,1), tale che g(1) =1.

(b) Determinare, se esiste, la retta tangente al grafico di ¢ nel punto P.
3. Determinare il baricentro della regione
Q={(z,y) €R? : 222 —2<y <a2*—1}.
4. Calcolare il flusso del campo
F = (zy?, —2yz + 2%, 2%z — 2%e?)

attraverso la superficie X, orientata positivamente, data dal bordo della regione

Q={(z,y,2) €R? : ® +9> <4, 0<z2<a” +y* +1}.

5. Determinare I'anello di convergenza della serie di Laurent

+oo Z2n
f(z) = Z gl

Istruzioni. Ogni risposta deve essere giustificata. Il testo del compito deve essere consegnato
insieme alla bella, mentre i fogli di brutta non devono essere consegnati. Durante la prova non é
consentito l’'uso di libri, quaderni, calcolatrici e apparecchiature elettroniche.

Tempo. 2 ore.




(Qar710NT |
SOLUZIONI

1. (a) Passando in coordinate polari, si ha

3| cos 0| sin 62
o) = (0.0 = LI pjcosljsingP < p 40 per p 0,
Questo garantisce 'uniformita rispetto a 6 e quindi si ha

lim f(x)=0

x—0
ossia f & continua in (0,0).

(b) La funzione f & derivabile in (0,0), poiche esisitono le due derivate parziali:

af F(z,0)— £(0,0) . 0-0

(0,0) = lim = lim =0
ox z—0 T z—0 I
97 (0,0 = tim LQW) = FO0 _ ;) 00
y y—0 T y—0
(c) Sia v = (a,b) € R? un versore, con a? + b* = 1. Allora, si ha
. f@v)=f(0) .1 tPadth| t]
Dy f(0,0) = limy === = limy 3 7z = i ablbl

e quest’ultimo limite non esiste, a meno che non sia a = 0 oppure b = 0. Cosi, f
possiede derivate direzionali in (0,0) solo lungo gli assi = e y.

(d) Poiché non esistono tutte le derivate direzionaliin (0,0), la funzione f non ¢ differenziabile
in (0,0).

2. (a) Siha F(1,1) = 0. Inoltre F & una funzione di classe C* (e quindi di classe C!) su
tutto R?. Poiché
OF 9 OF

— = 4a? 2 —(1,1) =2
oy ~ T 3y e ay(,) #0,

la funzione ¢ richiesta esiste (per il teorema del Dini).

(b) Sappiamo che g(1) =1. Dobbiamo calcolare ¢'(1). Poiché

oF oF

— =8z3y? 4+ 22y — 1 —(1,1) =9,

5y = STy 2ay e -1
s ha F(1,1) 9

/ 1) = — x\1 —
M =-F 01 " 2
Di conseguenza, I’equazione della retta tangente richiesta e
9
y—1= D) (—1)

ossia 9z 4+ 2y —11=0.

3. Iniziamo con I'osservare che la regione ) & definita per 222 —2 < 2 —1, ossia per 22 —-1<0,
e questo accade se e solo se —1 < x < 1. Pertanto, si ha

Q={(z,y) eR? : —1<a<1, 22 —2<y<a®-1}

ossia ) & una regione y-semplice (ma non z-semplice), come si vede anche direttamente dal
disegno seguente



YA

sy

Larea di Q ¢

a@)= [ azay= [ [ /2: dy] o [ e @ -pas -4,

Per la simmetria di €2, si ha ¢ = 0. Inoltre, si ha

1 3 1 21 3 1 y2 z2—1
= — dzd :*/ / ydy d]/‘:—/ |::| dx
6=y [, rar = l iz,

:Z/Jmf_1f_«mﬁ—@%dx:—Z/dmz—n%m

-1 -1

9 (+ ) 9 [t ab _a? 6
=2 2?4 )de =2 Qf—2—f )d =2,
8/1(:5 x®+1)dz 8/_15 3+mx z

In conclusione, il baricentro di 2 &

e quindi G € Q.

Y

-2

4. Tl campo F = (Fy, Fy, F3) ¢diclasse C* (e quindi di classe C!) su tutto R3. La regione Q &
la parte interna al cilindro di equazione 2% + 3% = 4, compresa tra il piano zy e il paraboloide
di equazione z = 22 +y?+1, eil suo bordo ¥ = JQ & una superficie chiusa (regolare a pezzi).
Possiamo cosi utilizzare il teorema della divergenza per calcolare ®x(F). Poiché la divergenza
di F e
oFy, 0F, OF;3

divF = —— + ==+ =2 =¢? — 224+ 22e% + 22 — 22¢%Y = 2% + ¢* — 22,
Or oy 0z



si ha

/// dldemdydz—/// —22) dedydz.

Passando alle coordinate cilindriche, la regione e determinata dalle condizioni p < 2,
0<0<2r, 0<t<p?+1. Quindi, si ha

2 2w ppP4l 2 p2+1
F):/ / / (p2—2t)pdpd9dt.:27r/ [/ (p3—2pt)dt] dp
0 Jo 0 0 0

2 ) 2
+1
= 27?/0 (PPt —pt?]y T dp = 27T/0 (P’ (0> +1) = p(p* + 1)*) dp

2 4 2712 4 2
p p 2 2
= 27 S4p)dp=—-2n |5+ 5| =27+ ) =—127.
/0(p p) P [4 2}0 (4 2)

5. La serie di Laurent data puo essere riscritta come
2n

z72n 22 1 z
fz) = ngﬁzgn D T =g T g

n<0 n>0 n>0 n>0 n>0

Affinche la serie di Laurent converga, devono convergere entrambe queste series. La prima serie

converge per

Qn o 2n 1

lim —
o EE

n—-+o0o

9n+122n+2 < 1

ossia per |z|2> >1/9, ossia per |z| > 1/3. La seconda serie converge per

) 22n+2 gn
lim

n—-+oo

1 2
= = <1

9n+1 ZZn

ossia per |z|2 <9, ossia per |z| < 3. Pertanto, I'anello di convergenza di f &

1
A:{zeC : 3<|z<3}.



