PoLITECNICO DI MILANO
INGEGNERIA INDUSTRIALE E DELL’'INFORMAZIONE

ANALISI MATEMATICA 11 Primo compito in itinere — 5 Novembre 2019
Cognome: Matricola:
Nome:

Es.1: 10 punti Es.2: 8 punti Es.3: 7 punti Es.4: 5 punti Teor.: 3 punti Totale

1. Si consideri la funzione f:R? — R definita da

flz,y) = |$|%\/W e (z,y) #(0,0)
0 se (Iay) == (0,0)

~
4

(a) Stabilire se
(b

) continua in 0 = (0,0).
)
c¢) Stabilire se f possiede tutte le derivate direzionali in 0.
)
)

Stabilire se ¢ derivabile in 0.

~
@

(
(d

(e) Stabilire se 0 ¢ un punto di minimo assoluto per f.

Stabilire se f e differenziabile in 0.

2. Si consideri la funzione f: € — R definita da

flay) = (22 + V9 —a2 —y2) (P + Va2 +y2 -2z -2y +1).

Determinare il dominio naturale ©Q di f.

(a)
(b)
()

)

(d) Determinare, se esistono, i punti in cui f assume il valore minimo.

Stabilire se f ammette massimo e minimo assoluti.

Stabilire se f e limitata.

3. Si consideri la trasformazione f:R? — R? definita da
F(z,9) = (e® cos? y,e"sin’y) .

(a) Calcolare la matrice jacobiana della trasformazione F'.
(b) Determinare i punti in cui la trasformazione F & localmente invertibile.

(¢) Determinare le controimmagini del punto @ = (1,1) mediante F'.

1://9(x+y) dz dy

Q={(z,y) eR? : 2+ (y—2)2 <4, 2 +(y—2)* > 1}.

4. Calcolare I'integrale doppio

dove

Istruzioni. Ogni risposta deve essere giustificata. Il testo del compito deve essere consegnato
insieme alla bella, mentre i fogli di brutta non devono essere consegnati. Durante la prova non é
consentito l’'uso di libri, quaderni, calcolatrici e apparecchiature elettroniche.

Tempo. 2 ore e 20 minuti.




SECONDA PARTE: TEORIA

1. Dare la definizione di curva regolare e di curva biregolare.

2. Dimostrare che una curva biregolare € regolare.

3. Scrivere i versori della terna intrinseca di una curva biregolare, rispetto a un parametro ¢
qualsiasi.



(Qar710NT |
SOLUZIONI

(St )

1. (a) Osservando che 2% + 4% > 22 e 22 +y? > y? per ogni (z,y) € R?, che quindi

x
Vaz+y? > |z e /22 +y2 > |y| per ogni (z,y) € R?, si ha

|y 2
——<1 e —<1 V(z,y) € R®, (x,y) #0.
e e (0,9) € B2, ()
Pertanto, per ogni (z,y) # 0, si ha

0<x|¢@++|yy¢7|3 il _ i |y| <

lyl> + /|3

e quindi
0< hm f(z) < hm lz]? + /|y|3) =

da cui si ha
lim f(x) = 0= f(0).
Di conseguenza, la funzione f ¢ continuain O.

Si puo giungere allo stesso risultato passando alle coordinate polari. Infatti, si ha

F(p,0)] plcos 8]/ p3|sin B3 + p| sin 0|/ p3| cos 6|3
Ps =
p
= p*?(| cos 8]y/| sin 0|3 + | sin O]/ cos 0]3)

§2p3/2%0 per p — 0.

Di conseguenza, si ha
1. F 9 —_— O
Jlim, [F(p, 0)]

uniformemente rispetto a 6 e quindi si ha

lim f(x) =

x—0

Si ritrova cosl la continuita di f in 0.
(b) Poiché

9 (0,0) = tim L@ SO0 _ 5
Ox z—0 X z—0
97 (0,0 = 1im OV SO0 _ g,
y y—0 y y—0

la funzione f possiede entrambe le derivate parziali in 0, e quindi f & derivabile in 0.
In particolare, si ha Vf(0)=0.

(c) Sia v = (a,b) € R? un versore. Allora, si ha

Df(O) =t LV =1O) _ Sath) 1t VTP + ol

t—0 t 150 ¢ t—>0 t |t]

= 11m31gn ) V/]t| (lalv/]b]3 + [b]v/]al3) = 0.

Pertanto, la funzione f possiede tutte le derivate direzionali in 0.




(d) Calcoliamo il limite

o T = S0 = (VO x) ) el P

x—0 |B] x—0 ||x||  x—o0 x? 4+ y?

Passando alle coordinate polari, si ha

cos 6 sin 6|3 + |psin@]4/|pcos 0|3
e p

[E'(p,0)| = 5

p
= /p (| cosf]/|sin 3 + |sin6|\/| cos0|3)

<2p—=0 per p — 0.

Pertanto, si ha
o 1 o+ | (pv )‘

uniformemente rispetto a 6 e quindi si ha

o 109 = 10) = (V£(0),x)

x—~0 Il

=0.

Questo significa che la funzione f & differenziabile in 0.

Poiché f(x) > 0 per ogni x € R? e f(0) =0, si ha che 0 ¢ un punto di minimo
assoluto per f. Si verifica facilmente che la funzione f si annulla lungo entrambi gli assi
coordinati.

la funzione f ¢ determinata quando
9—x2—y220 . x2+y2§9
ossia
22 +y?—22-2y+1>0 (z—1)2+(@y—-12>1.

Pertanto, il dominio naturale Q di f ¢ dato dal disco di centro O = (0,0) e raggio
R =3, tolto il disco (aperto) di centro C'=(1,1) e raggio r =1, ossia

YA
3

A

—
w
sy

Poiché f & una funzione continua su un insieme  chiuso e limitato (ossia compatto),
allora, per il teorema di Weierstrass, f ammette massimo e minimo assoluti su €.

) Ammettendo massimo e minimo su €, la funzione f & limitata su 2.

Poiché f(z,y) > 0 su tutto €, ogni punto in cui f si annulla & certamente un punto di
minimo assoluto. I punti in cui f si annulla sono determinati dall’equazione

(% + V9 — 22— y?) (y2+\/x2—|—y2—2x—2y+1)20

da cui si ha

?+/9—22—y2=0



oppure

VAVl +y2—22—2y+1=0.

Nel primo caso, siha =0 e 9—2?2 —y?> =0, 0ssia =0 e 32 =09, 0ssia z =0
e y=+3. Nel secondo caso,siha y=0 e 22 +y?> —2x —2y+1=20, 0ssia y =0 e
(x—1)2=0,0ssia y=0 e z = 1. Si hanno cosi tre pundi di minimo assoluto, dati da
P, =(0,3), P,=(0,-3) ¢ P3=(1,0).

3. (a) La trasformazione F & di classe C' su tutto R? e la sua matrice jacobiana &

)
OF,  of e“sin®y  2e¥sinycosy |

F F .
_ aazl o _ [e"cos?y —2e”cosysiny
Jrp = —

ox Jy

(b) La trasformazione F & di classe C! su tutto R? e
det Jp = 2" siny cos® y + 2e2” sin® y cos y = 2e>* sin y cos y(cos® y + sin y) = e** sin 2y .

Pertanto det Jp = 0 se e solo se sin2y = 0, ossia se e solo se 2y = kn con k € Z,
ossia se e solo se y = k5 con k € Z. Di conseguenza, i punti in cui la trasformazione
F & localmente invertibile sono tutti i punti di R? tranne i punti sulle infinite rette
Tkt y=kj,con keZ.

(c) Le controimmagini del punto @ = (1,1) mediante F sono date da tuttiipunti (x,y) € R?
tali che F(z,y) = (1,1), ossia tali che

e®cos?y =1
e“sin?y =1.

Sommando le due equazioni si trova e* =2, e quindi = =In2. Di conseguenza, il sistema

diventa
2 1 T
CcOS = = cosy = =+
g Y 2 ossia ) Y ‘1/5 ossia  y = T gl keZ.
sin”y = 3 smy:iﬁ 4 2

Pertanto le conroimmagini cercate sono date dagli infiniti punti

P = (1n2,(2k+1)£) ke,

4. L’insieme Q ¢ l'anello di centro C = (0,2) eraggi R=2 e r = 1. Pertanto, considerando le
coordinate polari centrate in C', date da

x:pcosﬁ' p>0.0<0<2r,
y=2+ psinf

I’integrale doppio dato diventa

I:// (pcosf+ 2+ psinf) pdpdb

2 2m
:/ </ (2p + p? cos O + p? sin@)d@) dp
1 0

2
:/ [2p0+p231n0—p2cos0}§ﬂdp
1

2 p? 2
47r/ pdp—47r{} = 67.
1 21



