PoLITECNICO DI MILANO
INGEGNERIA INDUSTRIALE E DELL’'INFORMAZIONE

ANALISI MATEMATICA 11 Secondo compito in itinere — 16 Gennaio 2020
Cognome: Matricola:
Nome:
Es.1: 8 punti Es.2: 8 punti Es.3: 5 punti Es.4: 9 punti Teor.: 3 punti Totale
1. Calcolare il lavoro del campo F = (22 — 23y2 5% + 2%y3) lungo la curva -+, orientata

negativamente, data dal bordo della regione

Q={(z,y) €R? : P2 <a? +y> <42 y>0,y>2a}.

2. Risolvere il problema di Cauchy

, r+1  (z—2)?
y(x)—my(@—ﬁ

e determinare 'intervallo massimale su cui ¢ definita la soluzione trovata.
3. Determinare ’anello di convergenza della serie di Laurent
+ZOO 4n + 3n N
— 2",

n=—oo

4. (a) Calcolare I'integrale complesso
I= / 2% e%" T2 gin(2e°% + sinh 2) dz
vy

dove v ¢ la curva di equazione |z| = 7, orientata positivamente.

(b) i. Determinare e classificare i punti singolari della funzione

eﬂ'iz -1
2(z —1)(22+1)2°

f(z) =

ii. Calcolare I'integrale complesso

eﬂ'iz -1
I = d
[y z(z—=1)(22+1)? :

dove 7 & la curva di equazione |z — 2 —i| = 3/2, orientata positivamente.

5. Teoria: Enunciare e dimostrare il teorema di Gauss-Green per regioni piane y-semplici.

Istruzioni. Ogni risposta deve essere giustificata. Il testo del compito deve essere consegnato
insieme alla bella, mentre i fogli di brutta non devono essere consegnati. Durante la prova non é
consentito l’'uso di libri, quaderni, calcolatrici e apparecchiature elettroniche.

Tempo. 2 ore e 20 minuti.
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SOLUZIONI

1. Il campo F & diclasse C* (e quindi anche di classe C') su tutto R? e Q ¢ una regione
zy-semplice:

(7 \

8y

—2r -r

Pertanto, possiamo calcolare il lavoro di F = (2% — 23y?,y? + 2%y®) lungo ~ utilizzando il
teorema di Gauss-Green. Essendo ~ orientata negativamente, si ha

// <6F2 ~ 8F1>dxdy:_//025Cy(x2+y2)dxdy.

Passando alle coordinate polari, si ha che la regione 2 ¢é descritta dalle condizioni r < p > 2r
e % < 6 < 7. Pertanto, si ha

2r 2r
/ / 2p? cosOsinf p® pdpdf = — / P dp/ sin 260 d6
/4

__{] T[ 00529] 640 =201 irﬁ
6|, 2 | 6 2 4

2. L’equazione differenziale data e lineare del primo ordine, dove le funzioni

Ly (F)

x+1 (r—2)3

p(x):7(x—1)(x—2) € q(fE): 2 —1

sono definite e continue per = # +1,2. Quindi il problema di Cauchy dato possiede un’unica
soluzione su tutto lintervallo (—1,1) (che contiene xy = 0). Tale intervallo ¢ lintervallo
massimale richiesto. L’integrale generale dell’equazione differenziale &

@« — 3 z
y(x):efﬁmd [/Me_f(w(l)wz)dxdm—&—c ceR.
22 _

Poiché

z+1 -2 3 |z — 2|3
—  dx = dz = —21 -1 1 —2l=In———
/@;-1)@-2) x /(w—1+x—2> v nlz—1f+3nfe 2| SR




si ha

=27 T [(x—2)° (x—1)2
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@ ) / dx—|—c]
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(

z+1

5@ —=2n(z +1) +c¢) ceR.

Imponendo infine la condizione iniziale y(0) = 8, si ha 8 = —8¢, ossia ¢ = —1. Quindi, la
soluzione cercata e

(z—2)°
3. Siha
—+o0 _
4"—1—3" +3" L amn+3r 4+ 3" 1 443
=— n>0 n>1 n>0
Per la prima serie, posto a, = gzg: 7w » 8i ha
ang1| |47 437 HE L 3"42" | grtlpgndlogngpon ] L4
an | |37l 420l 2ndlandl gn 4 3n C o A4n43n 3l ondl 22 73 2|4
per n — +oo. Quindi, questa serie converge per 3 El | < 1, ossia per |z| >2/3.
Per la seconda serie, posto b, = g:i;: z™, si ha
bn+1 4n+1 +3n+1 . 3n+2n 1 4n+1 +3n+1 3n+2n ‘ |_> 4| ‘
= z —| = z — |z
bn 3n+1 +2n+1 4n+3n n 4n_|_3n 3n+1 _|_2n+1 3

per n — +o0o. Questa serie, quindi, converge per % |z| <1, ossia per |z| < 3/4.
In conclusione, l'anello di convergenza della serie di Laurent data & 2/3 < |z| < 3/4.
4. (a) La funzione f(z) = z3e* 7% sin(ze°5* + sinhz) @& olomorfa su tutto C. Quindi, per il
teorema integrale di Cauchy, si ha I =0

(b) i. I punti singolari della funzione

f( ) eTriz -1 eﬂ'iz -1
z) = =

2(z—=1)(22+1)2  z(z—1)(z—1)2(z+1)?
sono zg=0, z1=1, 29 =1 e z3=—i.

zo = 0 & una singolarita eliminabile, poiché

1+rwiz+o0(z)—1 ) i+ o(1) .
1 = - = = .
zg%f( ?) = zi% z2(z—1)(22+1)2 =50 (z —1)(22 +1)2 mi 7 o0
z1 =1 & un polo del primo ordine, poiché
. e -1 _em-1_ -1-1_
lim(z = Df(2) = m 25 14 % o
zo =1 e z3 = —i sono due poli del secondo ordine, poiché
e™ir 1 e -1 1-i
li 2 — 1 _ —(l—e ™ 1t
iz -G =l e o p@e T ) 3 T
™ 1 o™ — 1 1+i
li N2 — 1 _ — (" —1
dm +D°G) = in oo T So e ¢ Ve



ii. La curva v & la circonferenza di centro wo =2+1 e di raggio R = 3/2. Poiché

d(z0,wo) = |20 —wo| = [2+1| = V5 >R

d(z1,wp) = |z1 —wo| =1 —2—i|=[14+i=V2<R
d(z2,wp) = |22 —wp| =i—2—i=2>R

d(zs,wo) = |23 —wo| = | —i—2—i| =2]1 +i| = 2v2 > R,

si ha che nessuna singolarita di f si trova su v e solo z; si trova all’interno di ~.
Poiché v & orientata positivamente, per il teorema dei residui si ha

I =2miRes(f,z1) .

Poiché z; =1 & un polo del primo ordine, si ha

Res(f, 21) = lim(z ~ 1)/(2) = — # oo.

Pertanto
I =—mi.



