PoLITECNICO DI MILANO
INGEGNERIA INDUSTRIALE E DELL’'INFORMAZIONE

ANALISI MATEMATICA II Secondo compito in itinere — 5 Febbraio 2021

1. Determinare la lunghezza della curva

T =tcos2t
Yy:iQy=tsin2t t € [0,2n].
z=§t3

2. Calcolare il lavoro del campo F = (zy? + y* 42y® + 22%y) lungo la curva ~ (orientata
positivamente), data dal bordo della regione

Q={(z,y) eR*:2>0,0<y<1, y>a?}

3. Siano r,h € R, r,h > 0. Calcolare il flusso del campo F = (zy,yz,xz) attraverso la superficie
Y (orientata positivamente), data dal bordo della regione

Q:{(x,y,z)6R3 cat 4y <r? nggh}.

4. Si consideri la superficie

r=u-+v
Yiy=u—v (u,v) € Q
z=uv

dove Q= {(u,v) € R? : u?+v% < 1}.

a) La norma del vettore normale N & vu? + 02+ 2.
Y. & una superficie regolare.

Lareadi ¥ & (V6 —V2)7.

L'areadi ¥ & (v6—2)7.

(f) /\/x2+y2+4daz47r.
b

5. Scrivere la soluzione del problema di Cauchy

{y’(@ — e y(x) = e’

6. Scrivere la soluzione del problema di Cauchy

y(0) =1
indicando 'intervallo massimale su cui ¢ definita.
7. Determinare 'anello di convergenza della serie di Laurent
+o0

n| 2"
S = .

n=-—oo




8. Si consideri la funzione

e™/%
f(z) = m .
(a) 20 =0 & un polo semplice per f.
(b) z0 =0 & un polo di ordine 3 per f.
(¢) 20 =0 & una singolarita essenziale per f.
(d) Res(f,0)=0.
(e) Res(f,0)=1.
(f) Res(f,0)=—1.
g) [, f(z)dz =2mi, dove 7 :|z| =1/2, orientata positivamente.
)

(
(h

f,y (2)dz =0, dove ~:|z—5—"7Ti]| =1, orientata positivamente.



(Qar710NT |
SOLUZIONI

[ttt il
1. Si ha
' = cos 2t — 2t sin 2t
y' = sin 2t + 2t cos 2t
Z = 22
e quindi

£/ (t)||* = (cos 2t — 2t sin 2t)* + (sin 2¢ + 2t cos 2t)% + (2t%)% = 1 + 4% + 4t* = (1 + 2t?)?

ossia ||f'(t)]| = 1+2t>. Poiché |f'(t)|| #0 per ogni t € [0,27], la curva ~ & regolare. Quindi,
essendo di classe C!, la lunghezza di v ¢

27 27 2 27 16
zo)= [as= [Turoha= [Taseta= [er3e] o P,
. 0 0 3 3

0

2. Poiché € & una regione semplice ed F & un campo di classe C' su tutto R?, possiamo
calcolare il lavoro richiesto usando il teorema di Gauss-Green:

8F2 8F1 3 3
L,(F)= — — — |dady = 4 4oy — 2xy — 4y°) ded
+(F) //Q<ax &y)xy //Q(y+wy ry —4y”) de dy
1 1 1 y2 1
:2/xydxdy=2/m</ ydy)dsz/x[} dz
Q 0 2 0 2 2
1

1 2 671
:/ m(l—x4)dx:/ (x —25)dz = r_r :1,
0 0 2 6 0 3

3. Essendo una porzione del cilindro pieno che ha per asse ’asse z, la regione ) & zyz-semplice.

Il campo F ¢ diclasse C' su tutto R3. Quindi possiamo calcolare il flusso richiesto usando il
teorema della divergenza:

@E(F):///Qdidexdydzz///Q<x+y+z) dzdydz.

Passando alle coordinate cilindriche, si ha
T 27 h
‘IJE(F):/ / / (pcosf + psinf +t) pdpdf dt
o Jo Jo

T 27 t2 h
= / / [(pcos@—f—psin@)t—l— 2] pdpdo
o Jo 0

T 27 2
:/ / ((pcos@-i—psin@)h—k@)pdpd@
0o Jo
T 2

2

h
/ [(psin@ — pcos@)h + 29] pdp
0

0
= 7rh2/ pdp
0

= gh2r2.

4. Sia F:Q — R? la funzione vettoriale, definita da f(u,v) = (u+v,u—v,uv), che parametrizza
la superficie . Allora, si ha F, = (1,1,v) e F, =(1,—1,u). Pertanto

N=FANF,=(11Lv)A(1,-1u)=(ut+v,—u+v,—-2)

IN|| = /(u+v)2+ (—u+0)% +4=2u2+ 202 +4.



Poiché |NJ| # 0 per ogni (u,v) € €2, la superficie ¥ ¢ regolare. Inoltre

A(S) = /Eda _ /Q N[ du dv = ﬂ/g ViZ 10?4 2dudo.
Passando alle coordinate polari, si ha
AX) = \@/01/027r Vo +2pdpdd = \/§7r/012p\/mdp
=27 B(p2 +2)3/2]: - %(3%—2\@”: (2{— g) 7.

Infine, si ha
I:// Vit 2 +4do
b
:// V(u+ )2+ (u—v)2+4||N| dudv
Q

:// \/2u2+2v2+4~\/2u2—|—2v2+4dudv
Q

:2//(u2+v2+2)dudv.
Q

Passando alle coordinate polari, si ha

1 2 1 4 1
1:2/ / (p2+2)pdpd0:47r/ (p3+2p)dp—47r{p4+p2] = 5.
0 0 0 0

5. La soluzione generale dell’equazione differenziale &
y(z) = el "o [/ ete~ S drgy 4 c} = [/ e®e " da + c} = (—e ™ +¢)

con ¢ € R costante arbitraria di integrazione. Imponendo la condizione iniziale y(0) = —1, si
ha ¢=0. La soluzione cercata, quindi, & y(z) = —1.

6. L’equazione data & un’equazione differenziale a variabili separabili. Vi € una sola soluzione
singolare, data da y(x) = 0. Separando le variabili, si ha

/5=
y ) 1+a2

ossia
In|y(z)| = artgx + ¢ ceR
ossia
ly(z)| = Ke™8® K =c“eR"
ossia

y(z) = £Ke™s8” K =e¢“cRT.
In conclusione, la soluzione generale (inglobando la soluzione singolare) ¢ data da
y(z) = Ne?t8? AreR.

Imponendo la condizione iniziale y(0) =1, si ha ¢ = 0. Quindji, la soluzione cercata &

artgx

y(z) =e

Tale soluzione ¢ definita su tutto R.



7. Innanzitutto, si ha

nz " nz" nl2™ 1 nz"
S:ZS—H+4—TL+ZSTL+4TL :Z3n+4n;+23n+4n'

n>1 n>0 n>1 n>0
Posto a,, = %ﬁ, si ha
any1| _|(n+1)1270 1 3h 44 ) 41 3" 44" 12 a4l (3/4)"+1 12
an ntl 4 gntl ontl o pl2n n 3l 4ntl |z n o 33/4)"+4 |z
Poiché (3/4)™ — 0 per n — +o0, si ha
A |2 =g -
Quindi, la prima serie converge per I%I < 1, ossia per |z| > 3.
Posto b, = SZLLTZ:LL , si ha
bry1 (n+ 1)z 37 4 4n n+1l 3"44" n+1 (3/4)"+1
be | 3 2 nan | n meiea F T T s
e quindi ) X
|5 =l

Cost, la seconda serie converge per |z| < 4.
In conclusione, 'anello di convergenza della serie di Laurent data & 3 < |z| < 4.

8. Iniziamo con lo scrivere lo sviluppo di Laurent di f in zg = 0. Usando gli sviluppi di MacLaurin
delle funzioni elementari, si ha

1 Tr/z_1 1n2n " _ 1n7Tm 1
1+22° _;Z(_)Z Zm!zm_ Z(_>Wzm*2”+1'

n>0 m>0 m,n>0

flz) =

N |

Poiché ci sono infinite potenze negative, si ha che zy = 0 & una singolarita essenziale. Inoltre,
poiché il residuo di f in 0 ¢ il coefficiente di 1/z nello sviluppo precedente, si ha (per
m=2n)

Res(f,0) = Z(—l)" T | =cosm = —1.

n>0

Le singolarita di f sono zp =0 e 212 = *i. Allora, la curva 7 : |z| = 1/2 circonda solo z
e quindi, per il teorema dei residui, si ha

/ f(z)dz = 2wiRes(f,0) = —2n7i.
~

Invece, la curva «:|z —5—7i| =1 non circonda alcuna delle singolarita di f. Quindi, per il
teorema integrale di Cauchy, si ha
/ f(z)dz=0.
~



