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Analisi Matematica II Secondo compito in itinere – 5 Febbraio 2021

1. Determinare la lunghezza della curva

γ :


x = t cos 2t

y = t sin 2t

z = 2
3 t

3

t ∈ [0, 2π].

2. Calcolare il lavoro del campo F = (xy2 + y4, 4xy3 + 2x2y) lungo la curva γ (orientata
positivamente), data dal bordo della regione

Ω =
{

(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0 , 0 ≤ y ≤ 1 , y ≥ x2
}
.

3. Siano r, h ∈ R , r, h > 0 . Calcolare il flusso del campo F = (xy, yz, xz) attraverso la superficie
Σ (orientata positivamente), data dal bordo della regione

Ω =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ r2, 0 ≤ z ≤ h
}
.

4. Si consideri la superficie

Σ :


x = u+ v

y = u− v
z = uv

(u, v) ∈ Ω

dove Ω = {(u, v) ∈ R2 : u2 + v2 ≤ 1} .

(a) La norma del vettore normale N è
√
u2 + v2 + 2 .

(b) Σ è una superficie regolare.

(c) L’area di Σ è (
√

6−
√

2)π .

(d) L’area di Σ è (
√

6− 2)π .

(e)

∫
Σ

√
x2 + y2 + 4 dσ = 5π .

(f)

∫
Σ

√
x2 + y2 + 4 dσ = 4π .

5. Scrivere la soluzione del problema di Cauchy{
y′(x)− ex y(x) = ex

y(0) = −1 .

6. Scrivere la soluzione del problema di Cauchyy′(x) =
y(x)

1 + x2

y(0) = 1

indicando l’intervallo massimale su cui è definita.

7. Determinare l’anello di convergenza della serie di Laurent

S =

+∞∑
n=−∞

|n| zn

3n + 4n
.
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8. Si consideri la funzione

f(z) =
eπ/z

z(1 + z2)
.

(a) z0 = 0 è un polo semplice per f .

(b) z0 = 0 è un polo di ordine 3 per f .

(c) z0 = 0 è una singolarità essenziale per f .

(d) Res(f, 0) = 0 .

(e) Res(f, 0) = 1 .

(f) Res(f, 0) = −1 .

(g)
∫
γ
f(z) dz = 2πi , dove γ : |z| = 1/2 , orientata positivamente.

(h)
∫
γ
f(z) dz = 0 , dove γ : |z − 5− 7i| = 1 , orientata positivamente.
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�� ��Soluzioni

1. Si ha 
x′ = cos 2t− 2t sin 2t

y′ = sin 2t+ 2t cos 2t

z′ = 2t2

e quindi

‖f ′(t)‖2 = (cos 2t− 2t sin 2t)2 + (sin 2t+ 2t cos 2t)2 + (2t2)2 = 1 + 4t2 + 4t4 = (1 + 2t2)2

ossia ‖f ′(t)‖ = 1+2t2 . Poiché ‖f ′(t)‖ 6= 0 per ogni t ∈ [0, 2π] , la curva γ è regolare. Quindi,
essendo di classe C1 , la lunghezza di γ è

L(γ) =

∫
γ

ds =

∫ 2π

0

‖f ′(t)‖ dt =

∫ 2π

0

(1 + 2t2) dt =

[
t+

2

3
t3
]2π

0

= 2π +
16

3
π3 .

2. Poiché Ω è una regione semplice ed F è un campo di classe C1 su tutto R2 , possiamo
calcolare il lavoro richiesto usando il teorema di Gauss-Green:

Lγ(F) =

∫∫
Ω

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dx dy =

∫∫
Ω

(4y3 + 4xy − 2xy − 4y3) dx dy

= 2

∫∫
Ω

xy dxdy = 2

∫ 1

0

x

(∫ 1

x2

y dy

)
dx = 2

∫ 1

0

x

[
y2

2

]1

x2

dx

=

∫ 1

0

x(1− x4) dx =

∫ 1

0

(x− x5) dx =

[
x2

2
− x6

6

]1

0

=
1

3
.

3. Essendo una porzione del cilindro pieno che ha per asse l’asse z , la regione Ω è xyz-semplice.
Il campo F è di classe C1 su tutto R3 . Quindi possiamo calcolare il flusso richiesto usando il
teorema della divergenza:

ΦΣ(F) =

∫∫∫
Ω

divF dxdy dz =

∫∫∫
Ω

(x+ y + z) dxdy dz .

Passando alle coordinate cilindriche, si ha

ΦΣ(F) =

∫ r

0

∫ 2π

0

∫ h

0

(ρ cos θ + ρ sin θ + t) ρdρdθ dt

=

∫ r

0

∫ 2π

0

[
(ρ cos θ + ρ sin θ)t+

t2

2

]h
0

ρ dρ dθ

=

∫ r

0

∫ 2π

0

(
(ρ cos θ + ρ sin θ)h+

h2

2

)
ρdρdθ

=

∫ r

0

[
(ρ sin θ − ρ cos θ)h+

h2

2
θ

]2π

0

ρdρ

= πh2

∫ r

0

ρ dρ

=
π

2
h2r2 .

4. Sia F : Ω→ R3 la funzione vettoriale, definita da f(u, v) = (u+v, u−v, uv) , che parametrizza
la superficie Σ . Allora, si ha Fu = (1, 1, v) e Fv = (1,−1, u) . Pertanto

N = Fu ∧ Fv = (1, 1, v) ∧ (1,−1, u) = (u+ v,−u+ v,−2)

e
‖N‖ =

√
(u+ v)2 + (−u+ v)2 + 4 =

√
2u2 + 2v2 + 4 .
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Poiché ‖N‖ 6= 0 per ogni (u, v) ∈ Ω , la superficie Σ è regolare. Inoltre

A(Σ) =

∫
Σ

dσ =

∫
Ω

‖N‖ dudv =
√

2

∫
Ω

√
u2 + v2 + 2 dudv .

Passando alle coordinate polari, si ha

A(Σ) =
√

2

∫ 1

0

∫ 2π

0

√
ρ2 + 2 ρdρdθ =

√
2π

∫ 1

0

2ρ
√
ρ2 + 2 dρ

=
√

2π

[
2

3
(ρ2 + 2)3/2

]1

0

=
2
√

2

3
(3
√

3− 2
√

2)π =
(

2
√

6− 8

3

)
π .

Infine, si ha

I =

∫∫
Σ

√
x2 + y2 + 4 dσ

=

∫∫
Ω

√
(u+ v)2 + (u− v)2 + 4 ‖N‖ dudv

=

∫∫
Ω

√
2u2 + 2v2 + 4 ·

√
2u2 + 2v2 + 4 dudv

= 2

∫∫
Ω

(u2 + v2 + 2) dudv .

Passando alle coordinate polari, si ha

I = 2

∫ 1

0

∫ 2π

0

(ρ2 + 2) ρ dρ dθ = 4π

∫ 1

0

(ρ3 + 2ρ) dρ = 4π

[
ρ4

4
+ ρ2

]1

0

= 5π .

5. La soluzione generale dell’equazione differenziale è

y(x) = e
∫

ex dx

[∫
exe−

∫
ex dxdx+ c

]
= eex

[∫
exe−exdx+ c

]
= eex(−e−ex + c)

con c ∈ R costante arbitraria di integrazione. Imponendo la condizione iniziale y(0) = −1 , si
ha c = 0 . La soluzione cercata, quindi, è y(x) = −1 .

6. L’equazione data è un’equazione differenziale a variabili separabili. Vi è una sola soluzione
singolare, data da y(x) = 0 . Separando le variabili, si ha∫

dy

y
=

∫
dx

1 + x2

ossia
ln |y(x)| = artgx+ c c ∈ R

ossia
|y(x)| = Keartg x K = ec ∈ R+

ossia
y(x) = ±Keartg x K = ec ∈ R+ .

In conclusione, la soluzione generale (inglobando la soluzione singolare) è data da

y(x) = λeartg x λ ∈ R .

Imponendo la condizione iniziale y(0) = 1 , si ha c = 0 . Quindi, la soluzione cercata è

y(x) = eartg x .

Tale soluzione è definita su tutto R .
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7. Innanzitutto, si ha

S =
∑
n≥1

n z−n

3−n + 4−n
+
∑
n≥0

n zn

3n + 4n
=
∑
n≥1

n12n

3n + 4n
1

zn
+
∑
n≥0

n zn

3n + 4n
.

Posto an = n12n

3n+4n
1
zn , si ha∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ (n+ 1) 12n+1

3n+1 + 4n+1

1

zn+1
· 3n + 4n

n12n
zn
∣∣∣∣ =

n+ 1

n

3n + 4n

3n+1 + 4n+1

12

|z|
=
n+ 1

n

(3/4)n + 1

3(3/4)n + 4

12

|z|
.

Poiché (3/4)n → 0 per n→ +∞ , si ha

lim
n→+∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =
1

4

12

|z|
=

3

|z|
.

Quindi, la prima serie converge per 3
|z| < 1 , ossia per |z| > 3 .

Posto bn = n zn

3n+4n , si ha∣∣∣∣bn+1

bn

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ (n+ 1) zn+1

3n+1 + 4n+1
· 3n + 4n

n zn

∣∣∣∣ =
n+ 1

n

3n + 4n

3n+1 + 4n+1
|z| = n+ 1

n

(3/4)n + 1

3(3/4)n + 4
|z|

e quindi

lim
n→+∞

∣∣∣∣bn+1

bn

∣∣∣∣ =
1

4
|z| .

Cos̀ı, la seconda serie converge per |z| < 4 .

In conclusione, l’anello di convergenza della serie di Laurent data è 3 < |z| < 4 .

8. Iniziamo con lo scrivere lo sviluppo di Laurent di f in z0 = 0 . Usando gli sviluppi di MacLaurin
delle funzioni elementari, si ha

f(z) =
1

z

1

1 + z2
eπ/z =

1

z

∑
n≥0

(−1)nz2n
∑
m≥0

πm

m!zm
=
∑
m,n≥0

(−1)n
πm

m!

1

zm−2n+1
.

Poiché ci sono infinite potenze negative, si ha che z0 = 0 è una singolarità essenziale. Inoltre,
poiché il residuo di f in 0 è il coefficiente di 1/z nello sviluppo precedente, si ha (per
m = 2n )

Res(f, 0) =
∑
n≥0

(−1)n
π2n

(2n)!
= cosπ = −1 .

Le singolarità di f sono z0 = 0 e z1,2 = ±i . Allora, la curva γ : |z| = 1/2 circonda solo z0

e quindi, per il teorema dei residui, si ha∫
γ

f(z) dz = 2πi Res(f, 0) = −2πi .

Invece, la curva γ : |z − 5 − 7i| = 1 non circonda alcuna delle singolarità di f . Quindi, per il
teorema integrale di Cauchy, si ha ∫

γ

f(z) dz = 0 .
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